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1 Производная функции. Правила и формулы 
дифференцирования 

 
1.1 Теоретическая часть 
 
Приращением функции ( )y f x=  называется разность 
( ) ( )y f x x f x∆ = + ∆ − , где x∆  – приращение аргумента x . 

Производной функции ( )y f x=  в точке 0x  называется предел отношения 
приращения функции к приращению аргумента, когда приращение аргумента 
стремится к нулю: 

( ) ( ) ( )0 0

0 0
lim lim .
x x

f x x f xdy yy f x
dx x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆′ ′= = = =
∆ ∆

 

Если x  изменяется, то предел тоже будет изменяться, следовательно, про-
изводная данной функции есть некоторая функция. Функция, имеющая конеч-
ную производную, называется дифференцируемой. Операция нахождения про-
изводной называется дифференцированием. 

Геометрический смысл производной: производная функции ( )y f x=  для 
каждого значения x  равна тангенсу угла наклона касательной, проведенной в 
точке ( );M x y  к графику функции ( )y f x= . 

Из рисунка 1.1 видно, что tgy
x

∆
= β

∆
. 

 

 
Рисунок 1.1 
 
Механический смысл производной: для функции ( )S f t= , изменяющейся 

со временем t , производная S′  есть скорость изменения функции в данный мо-
мент времени 0t , т. е. ( ) ( )0 0f t v t′ = . 

Если c  – постоянное число, ( )u u x=  и ( )v v x=  – некоторые дифференци-
руемые функции, то справедливы следующие правила дифференцирования: 
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1) ( )u v u v′ ′ ′± = ± ; 4) ( )2 , 0u u v uv v
v v

′ ′ ′−  = ≠ 
 

; 

2) ( )u v u v uv′ ′ ′⋅ = + ; 5) ( )2 , 0c c v v
v v

′  ′= − ⋅ ≠ 
 

; 

3) ( )сu c u′ ′= ⋅ ; 6) 1u u
c c

′  ′= ⋅ 
 

. 

Если ( )y f u= , ( )u x= ϕ , т. е. ( )( )y f x= ϕ  – сложная функция, составлен-
ная из дифференцируемых функций, то 

x u xy y u′ ′ ′= ⋅ . 

Если для функции ( )y f x=  существует обратная дифференцируемая 

функция ( )x g y=  и ( ) 0dg g y
dy

′= ≠ , то 

( ) ( )
1f x

g y
′ =

′
. 

На основании определения и правил дифференцирования составлена таб-
лица производных основных элементарных функций (таблица 1.1). 

 
Таблица 1.1 – Производные основных элементарных функций 
 

Производные элементарных функций Производные сложных функций 

( ) 0, constc c′ = =  ( ) 0, constc c′ = =  

( ) 1x ′ =  ( )u u′ ′=  

2

1 1
x x
′  = − 

 
 2

1 1 u
u u
′  ′= − ⋅ 

 
 

( ) 1
2

x
x

′ =  ( ) 1
2

u u
u

′ ′= ⋅  

( ) 1,x xα α−′ = α ⋅ α∈  ( ) 1 ,u u uα α−′ ′= α ⋅ ⋅ α∈  

( )x xe e′ =  ( )u ue e u′ ′= ⋅  

( ) ln , 0, 1x xa a a a a′ = ⋅ > ≠  ( ) ln , 0, 1u ua a a u a a′ ′= ⋅ ⋅ > ≠  

( ) 1ln x
x

′ =  ( ) 1ln u u
u

′ ′= ⋅  
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Окончание таблицы 1.1 
 

Производные элементарных функций Производные сложных функций 

( ) 1log , 0, 1
lna x a a

x a
′ = > ≠

⋅
 ( ) 1log , 0, 1

lna u u a a
u a

′ ′= ⋅ > ≠
⋅

 

( )sin cosx x′ =  ( )sin cosu u u′ ′= ⋅  

( )cos sinx x′ = −  ( )cos sinu u u′ ′= − ⋅  

( ) 2

1tg
cos

x
x

′ =  ( ) 2

1tg
cos

u u
u

′ ′= ⋅  

( ) 2

1ctg
sin

x
x

′ = −  ( ) 2

1ctg
sin

u u
u

′ ′= − ⋅  

( )
2

1arcsin
1

x
x

′ =
−

 ( )
2

1arcsin
1

u u
u

′ ′= ⋅
−

 

( )
2

1arccos
1

x
x

′ = −
−

 ( )
2

1arccos
1

u u
u

′ ′= − ⋅
−

 

( ) 2

1arctg
1

x
x

′ =
+

 ( ) 2

1arctg
1

u u
u

′ ′= ⋅
+

 

( ) 2

1arcctg
1

x
x

′ = −
+

 ( ) 2

1arcctg
1

u u
u

′ ′= − ⋅
+

 

( )sh chx x′ =  ( )sh chu u u′ ′= ⋅  

( )ch shx x′ =  ( )ch shu u u′ ′= ⋅  

( ) 2

1th
ch

x
x

′ =  ( ) 2

1th
ch

u u
u

′ ′= ⋅  

( ) 2

1cth
sh

x
x

′ = −  ( ) 2

1cth
sh

u u
u

′ ′= − ⋅  

 
1.2 Образцы решения примеров 
 

Пример 1 – Найти производную функции 2
3 1

xy
x

=
+

, воспользовавшись 

определением производной. 

Решение 

Придадим аргументу x  приращение x∆ . Тогда соответствующее прира-
щение y∆  функции будет иметь вид 

( )
( ) ( )( )( )

2 22 2 6 6 2 2 6 6 2
3 1 3 1 3 1 3 1

x x x x x x x x x x x xy
x x x x x x

+ ∆ + ∆ + + ∆ − − ∆ −
∆ = − = =

+ ∆ + + + ∆ + +
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( )( )
2 .

3 3 1 3 1
x

x x x
∆

=
+ ∆ + +

 

Отсюда по определению производной получаем 
 

( )( ) ( )20 0

2 2lim lim .
3 3 1 3 1 3 1x x

y xy
x x x x x x∆ → ∆ →

∆ ∆′ = = =
∆ + ∆ + + ∆ +

 

 

Пример 2 – Найти производную функции 1
1

x

x
ey
e

+
=

−
. 

Решение 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )2 2

1 1 1 1 1 11
1 1 1

x x x x x x x xx

x x x

e e e e e e e ee
e e e

′ ′′ + ⋅ − − + ⋅ − ⋅ − + ⋅ + +
= = = −  − −

 

( ) ( )
2 2

2 2
2 .

1 1

x x x x x

x x

e e e e e
e e

− + +
= =

− −
 

 
Пример 3 – Найти производную функции 2cosy x= . 

Решение 

( ) ( ) ( )2cos 2cos cos 2cos sin sin 2 .x x x x x x′ ′= ⋅ = ⋅ − = −  
 
Пример 4 – Найти производную функции ( ) 32 tgsin 2 1 5 xy x= − ⋅ . 

Решение 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )3 3 32 2 2tg tg tgsin 2 1 5 sin 2 1 5 sin 2 1 5x x xx x x′ ′ ′
− ⋅ = − ⋅ + − ⋅ =  

( ) ( )( ) ( ) ( )3 32 2 2tg tg 3cos 2 1 2 1 5 sin 2 1 5 ln5 tgx xx x x x′ ′= − ⋅ − ⋅ + − ⋅ ⋅ ⋅ =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2tg 25 cos 2 1 2 2 1 2 1 sin 2 1 ln5 3tg tgx x x x x x x ′ ′= ⋅ − ⋅ − ⋅ − + − ⋅ ⋅ ⋅ = 
 

 

( ) ( ) ( )3 2 2tg 2
2

15 cos 2 1 4 2 1 sin 2 1 ln5 3tg .
cos

x x x x x
x

 = ⋅ − ⋅ − + − ⋅ ⋅ ⋅ 
 
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Пример 5 – Найти производную функции 1arcsiny
x

= . 

Решение 

2

2 2 2 2 2

2 2

1 1 1 1 1 1arcsin .
11 1 11 1

xx
x x x x x x x

x x

′ ′     = ⋅ = ⋅ − = − ⋅ = −      −      −− −
 

 
1.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Найти значения производных следующих функций в указанных точках: 

1) 5 34 2 3y x x= − + , ( )1y′ ; 9) 3 arccosy x x= ⋅ , ( )0y′ ; 

2) 7
3

1 42y x
x x

= + + , ( )1y′ − ; 10) 1 2
1 3

xy
x

+
=

−
, ( )1y′ − ; 

3) 53

34

4y x x
x

= − + , ( )1y′ ; 11) 
2

3
2

9
x xy

x
− +

=
−

, ( )2y′ ; 

4) 2 cosy x x
x

= − + , 
2

y π ′ 
 

; 12) 
4

tg xy
x

= , ( )y′ π ; 

5) 94
6 2

1 2y x
x x

= − + , ( )1y′ ; 13) sin cos
sin cos

x xy
x x
−

=
+

, ( )y′ π ; 

6) 2 cosy x x= ⋅ , ( )y′ π ; 14) ln xy x x e= + ⋅ , ( )1y′ ; 
7) 23 lny x x= ⋅ , ( )1y′ ; 15) ( )3 2 tgxy x x= + ⋅ , ( )0y′ ; 

8) ( )24 8 1y x x x= − + ⋅ , ( )4y′ ; 16) ( )21 arctgy x x= + ⋅ , ( )0y′ . 

Ответы: 1) 14; 2) 1; 3) 25
6

− ; 4) 2
8
π

; 5) 17
4

; 6) 2− ; 7) 3; 8) 225
4

; 9) 0; 10) 5
16

; 

11) 51− ; 12) 
4

1
π

; 13) 2; 14) 2 1e + ; 15) 1; 16) 1. 

 
2 Найти значения производных сложных функций в указанных точках: 

1) 3siny x= , 
2

y π ′ 
 

; 6) arctg 2 1y x= − , ( )1y′ ; 

2) 4 1y x= + , ( )0y′ ; 7) 3 1lny
x

= , ( )1y′ ; 

3) 2lny x x= ⋅ , ( )1y′ ; 8) ( )9 21 cos 3y x x= + ⋅ , ( )0y′ ; 

4) 
22sin 5xy e−= , 

2
y π ′ 
 

; 9) 4 cos4 1 7x xy e= + + , ( )0y′ ; 

5) 
2

2
1ln
1

xy
x
−

=
+

, ( )2y′ ; 10) 
2 2 2x xy e− + += , ( )1y′ − . 
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Ответы: 1) 0; 2) 0; 3) 0; 4) 0; 5) 8
15

; 6) 1
2

; 7) 0; 8) 0; 9) 
4

1
8

; 10) 0. 

3 Расстояние, пройденное материальной точкой за время t , равно 
4 31 1 2 1

4 3
S t t t= − + +  (в метрах). Найти скорость движения данной точки в мо-

менты времени 1 0t =  с; 2 1t =  с; 3 2t =  с. 
Ответ: 1 2v =  м/с; 2 2v =  м/с; 3 6v =  м/с. 
 
4 Составить уравнения касательной и нормали к кривым в указанных точках: 

1) 2 4 3y x x= + − , ( )1;2A ; 
2) 1 xy e= − , точка пересечения с осью Oy ; 
3) lny x= , точка пересечения с осью Ox . 

Ответы: 1) 6 4y x= − , 6 13x y= − + ; 2) y x= − , y x= ; 3) 1y x= − , 1y x= − + . 
 
5 Определить, под каким углом парабола 2y x x= −  пересекает ось абсцисс. 
Ответ: 1 135α = ° ; 2 45α = ° . 

6 Найти ( )1f ′ , если ( ) ( )2 11 sin при 1,
1

0 при 1.

x x
f x x

x

 − ≠= −
 =

 

Ответ: 0. 
 
1.4 Домашнее задание 
 
1 Найти значения производных следующих функций в указанных точках: 

1) ( )2 5 4 lny x x x= + + ⋅ , ( )1y′ ; 5) 3ctg
3
xy = , ( )y′ π ; 

2) 
5

5
1
1

xy
x
−

=
+

, ( )1y′ ; 6) ( )4ln sin 3y x= , 
2

y π ′ 
 

; 

3) 3 4y x= − , ( )2y′ ; 7) 1arctg
1

xy
x
+

=
−

, ( )2y′ ; 

4) 2 11 arcsin
2 2
xy x x= ⋅ − + , ( )0y′ ; 8) 1 cosln

1 cos
xy
x

−
=

+
, 3

2
y π ′ 
 

. 

Ответы: 1) 10; 2) 5
2

; 3) 3; 4) 1; 5) 4
9

− ; 6) 0; 7) 1
5

− ; 8) 1− . 

 
2 Составить уравнения касательной и нормали к кривой 3 2 2y x x= + −  в 

точке с абсциссой 0 1x = . 
Ответ: 5 4y x= − , 5 6x y= − + . 
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2 Производные неявно и параметрически заданных функций. 
Логарифмическое дифференцирование 

 
2.1 Теоретическая часть 
 
Если функция ( )y x  задана соотношением ( ), 0F x y = , где ( ),F x y  – выра-

жение, содержащее x  и y , то y  называется неявной функцией от x . 
Производная от такой функции может быть определена следующим обра-

зом: находим производную от левой части равенства ( ), 0F x y = , рассматривая 
при этом y  как функцию от x , и приравниваем её к нулю. Далее решаем полу-
ченное уравнение относительно y′  и имеем производную ( ),y f x y′ = . 

Пусть функция ( )y x  задана при помощи параметрических соотношений 
( )
( )

,

,

x x t

y y t

=


=
 причем ( )x t  и ( )y t  – дифференцируемые функции и ( ) 0x t′ ≠ . 

Производная от y  по x  находится по формуле 

.t
x

t

yy
x
′

′ =
′

 

Последовательное применение логарифмирования и дифференцирования 
функций называется логарифмическим дифференцированием. Этот метод 
позволяет легко найти производную от сложной функции вида vy u= , где u  и 
v  – функции аргумента x . Прологарифмируем обе части исходного равенства: 

ln ln .y v u= ⋅  

Дифференцируя последнее соотношение, имеем 

1 ln ,uy v v u
y u

′
′ ′⋅ = ⋅ + ⋅  

lnv uy u v v u
u
′ ′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ 

 
 или 1 lnv vy v u u u u v−′ ′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅ . 

 
2.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Вычислить значение производной функции, заданной неявно 

уравнением 2 4xy = , в точке ( )1;2M . 

Решение 

Дифференцируем обе части функции: 
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2 2 0,y xy y′+ ⋅ =  

2
yy
x

′ = − . 

Подставляя 1x =  и 2y = , получим 2 1
2 1

y′ = − = −
⋅

. 

 

Пример 2 – Найти производную функции 
cos ,
sin .

x t
y t
=

 =
 

Решение 

Дифференцируем исходные соотношения по t : 

sin , cos .t tx t y t′ ′= − =  

Отсюда 
cos ctg .
sinx

ty t
t

′ = = −
−

 

 
Пример 3 – Найти производную функции ( )tgsin 2 xy x= . 

Решение 

Логарифмируя данную функцию, получим 

ln tg lnsin 2 .y x x= ⋅  

Дифференцируем обе части равенства по x : 

( ) ( ) ( )ln tg lnsin 2 tg lnsin 2 ,y x x x x′ ′ ′= ⋅ + ⋅  

2
1 1 1lnsin 2 tg cos2 2,

cos sin 2
y x x x

y x x
′⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅  

2
lnsin 2 2 tg ctg 2 .
cos

xy y x x
x

 ′ = ⋅ + ⋅ 
 

 

Таким образом, 

( )tg
2

lnsin 2sin 2 2tg ctg 2 .
cos

x xy x x x
x

 ′ = ⋅ + ⋅ 
 
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2.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Найти y′  от неявно заданных функций: 

1) 0y xe e xy−− + = ; 3) 2 3 0xye x y− + = ; 

2) arctg xxy
y

= ; 4) sin cos 0x ye y e x−− = . 

Ответы: 1) 
x

y
e yy
x e

− +′ = −
+

; 2) 
2 2

2 2
1
1

y x yy
x x y

− −′ = ⋅
+ +

; 3) 2
2

3

xy

xy
x yey

xe y
−′ =
+

; 

4) sin sin
cos cos

x y

x y
e y e xy
e y e x

−

−

+′ = −
+

. 

 
2 Найти xy′  от следующих функций: 

1) 
3

2

,
1;

x t t
y t t

 = +


= + +
 3) 

( )2ln 1 ,
arctg ;

x t
y t t

 = +


= −
 

2) 
sin ,

cos ;

t

t

x e t
y e t

− =


=
 4) 

( )2

arcsin ,

ln 1 .

x t

y t

=


= − −
 

Ответы: 1) 2

3

2 1 ,
3 1

;

x
ty
t

x t t

+ ′ = +
 = +

 2) 
2 ,

sin ;

t
x

t

y e

x e t−

′ =


=
 3) 

( )2

,
2

ln 1 ;

x
ty

x t

 ′ =

 = +

 4) 2

2 ,
1

arcsin .

x
ty
t

x t

 ′ =
−

 =

 

 
3 Найти производные следующих функций: 

1) 2xy x= ; 4) ( )
2

1 xy x= + ; 

2) cos xy x= ; 5) ( ) ( )
( )

3 4

2

2 1
5

x x
y

x
− ⋅ −

=
+

; 

3) ( )lnsin xy x= ; 6) 
( )
( )

2

3 22

1

1

x x
y

x

+
=

−
. 

Ответы: 1) ( )22 ln 1xy x x′ = ⋅ + ; 2) cos cossin lnx xy x x x
x

 ′ = ⋅ − ⋅ + 
 

; 

3) ( )ln lnsinsin ln ctgx xy x x x
x

 ′ = ⋅ ⋅ + 
 

; 4) ( ) ( )
( )2

2

ln 112 1
1

x
x

y x
x x x

 +
′ = + ⋅ − 

+ 
; 

5) 
( ) ( ) ( )

( )

2 3 2

3

2 1 5 30 59

5

x x x x
y

x

− ⋅ − ⋅ + −
′ =

+
; 6) ( )

( )
( )

24 2

3 24 2

16 1
3 1 1

x xx xy
x x x

++ +′ = ⋅
− −

. 
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2.4 Домашнее задание 
 
1 Вычислить значение производной функции, заданной неявно уравнением 

2 2 1x y xy x+ − + = , в точке (1;1)M . 
Ответ: 2− . 
 
2 Найти xy′  функций: 

1) 
2

ln ,
cos ;

x t
y t t
=


=

 2) 
2

2

sin ,
cos .

x t
y t

 =


=
 

Ответы: 1)  
2 32 cos sin ,

ln ;
xy t t t t

x t
′ = −


=

 2)  
2

1,

sin .
xy

x t

′ = −


=
 

 
3 Найти производные следующих функций: 

1) ( )arctgcos3 xy x= ; 3) ( )lnarccos5 xy x= ; 

2) ( )( )
1sin

ln 3 xy x= + ; 4) 
( )2 6

57

1 cosx x
y

x

− ⋅
= . 

Ответы: 1) ( )
( )

arctg ln cos3cos3 3tg3 arctg
2 1

x xy x x x
x x

 
′ = − ⋅  ⋅ + 

; 

2) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )
1sin

2

1sin1 1ln 3 cos ln ln 3
3 ln 3

x xy x x
x x x x

 
 

′ = + − ⋅ ⋅ + + + ⋅ + 
 

; 

3) ( )ln

2

ln arccos5 5lnarccos5
1 25 arccos5

x x xy x
x x x

 
′ = − 

− ⋅ 
; 

4) 
( )2 6

257

1 cos 2 56tg
1 7

x x xy x
x xx

− ⋅  ′ = ⋅ + + − 
. 

 
 
3 Производные высших порядков 
 
3.1 Теоретическая часть 
 
Производной второго порядка, или второй производной, функции 
( )y f x=  называется производная от её первой производной ( )y f x′ ′= . Она 

обозначается символами 

( )y y ′′′ ′= , или ( ) ( )f x f x ′′′ ′=    , или 
2

2
d y dy
dx dx

′
= . 
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Механический смысл второй производной: если ( )S S t=  – закон прямо-

линейного движения материальной точки, то dSS
dt

′ =  – скорость, а 
2

2
d SS
dt

′′ =  – 

ускорение этой точки. 
Производной n-го порядка функции ( )y f x=  называется производная от 

производной ( 1)n − -го порядка данной функции. Её обозначают следующими 
символами: 

( )ny , или ( ) ( )nf x , или 
n

n
d y
dx

. 

Таким образом, ( ) ( )( )
( )1

1
n

n n dyy y
dx

−
− ′= = , причем функция ( )1ny −  должна быть 

дифференцируемой. 
Для производной n -го порядка произведения двух функций справедлива 

формула Лейбница 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )1 2 11
... .

2!
n n n n n nn n

u v u v n u v u v n u v u v− − −−
′ ′′ ′⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ + ⋅  

Пусть функция ( )y x  задается неявно соотношением ( ), 0F x y = . Для 
определения второй производной от неявной функции вначале находят её 
первую производную. Далее дифференцируют равенство ( ),y f x y′ = , рассмат-
ривая y  как функцию от x . Затем в правой части заменяют y′  её выражением 
из равенства ( ),y f x y′ = . 

Пусть функция ( )y x  задана при помощи параметрических соотношений 
( )
( )

,

,

x x t

y y t

=


=
 причем ( )x t  и ( )y t  – дифференцируемые функции и ( ) 0x t′ ≠ . Вто-

рую производную от y  по x  находят по формуле 

( )
.x t

xx
t

y
y

x

′′
′′ =

′
 

Аналогично находят производные более высоких порядков. 
 
3.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Найти производную второго порядка функции 

( )2ln 1y x x= + + . 
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Решение 

( )2

2 2 2

1 11 1
1 1 1

xy x x
x x x x x

 ′
′ = ⋅ + + = ⋅ + = 

+ + + + + 
 

( )
2

22 2

1 1
11 1

x x
xx x x

+ +
= =

++ + ⋅ +
; 

( ) ( ) ( )
1 3

2 2 22 2
2

1 11 1 1
21

y x x x
x

− −
′ ′    ′′′ = = + = − ⋅ + ⋅ + =   

+   
 

( )
( )

3
2 2

32

1 1 2
2 1

xx x
x

−
= − ⋅ + ⋅ = −

+
. 

 
Пример 2 – Найти производную n -го порядка функции siny x= . 

Решение 

( )sin cos sin ;
2

y x x x π ′′ = = = + 
 

 

cos sin 2 ;
2 2

y x xπ π   ′′ = + = + ⋅   
   

 

cos 2 sin 3 ;
2 2

y x xπ π   ′′′ = + ⋅ = + ⋅   
   

 

… 

( ) cos ( 1) sin .
2 2

ny x n x nπ π   = + − ⋅ = + ⋅   
   

 

 
Пример 3 – Найти производную десятого порядка функции ( )3 2xy e x= ⋅ − . 

Решение 

Применяя формулу Лейбница, получим 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )10 10 910 3 3 32 2 10 2x x xy e x e x e x ′ = ⋅ − = ⋅ − + ⋅ ⋅ − +   

( )( ) ( ) ( )( ) ( )8 73 310 9 10 9 82 2 .
2 2

x xe x e x⋅ ⋅ ⋅′′ ′′′+ ⋅ ⋅ − + −  
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Все последующие слагаемые равны нулю, т. к. все высшие производные от 
функции 3 2x − , начиная с четвертой, равны нулю. Таким образом, 

( ) ( )10 3 22 30 45 6 120 6x x x xy e x e x e x e= ⋅ − + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =  

( )3 230 270 718 .xe x x x= ⋅ + ⋅ + +  
 
Пример 4 – Задана функция arctg 0y y x− + = . Найти y′′ . 

Решение 

Дифференцируем заданное соотношение и находим y′ : 

2 1 0,
1

y y
y
′

′− + =
+

 

2 21 0,y y y y y′ ′ ′− − + + =  

2

2 2
1 1 1.yy

y y
+′ = = +  

Отсюда 

( )22
3

3 3 2 5

2 12 2 12 .
yyy y y y

y y y y
−

+ +′′ ′ ′= − ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = − 
 

 

 

Пример 5 – Найти производную второго порядка функции 
sin ,
cos .

x t
y t
=

 =
 

Решение 

Дифференцируем исходные соотношения: 

cos , sin .t tx t y t′ ′= = −  

Отсюда 

( ) 2
sin 1tg , .

cos cosx x t

ty t y
t t

− ′′ ′= = − = −  

Таким образом, 

2

3

1
1cos .

cos cosxx
ty

t t

−
′′ = = −  
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3.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Для данных функций найти производные второго порядка: 

1) ( )21 4 arctg 2y x x= + ⋅ ; 2) ( ) ( )2 21 ln 1y x x= + ⋅ + . 

Ответы: 1) 2
168arctg 2

1 4
xy x
x

′′ = +
+

; 2) ( )
2

2
2

4 2ln 1 2
1

xy x
x

′′ = + + +
+

. 

 
2 Для данной функции y  и аргумента 0x  вычислить ( )0y x′′′ : 

1) 2
0sin ,

2
y x x π
= = ; 5) ( )5

02 1 , 1y x x= + = ; 

2) 0arctg , 1y x x= = ; 6) 0sin ,
2

y x x x π
= ⋅ = ; 

3) ( )2
0ln 2 , 0y x x= + = ; 7) 4

0ln , 1y x x x= ⋅ = ; 

4) 0cos , 0xy e x x= ⋅ = ; 8) 
2

02 , 1xy x= = . 
Ответы: 1) 0; 2) 0,5; 3) 0; 4) –2; 5) 4320; 6) 1; 7) 26; 

8) 2 38ln 2 16ln 2 16ln 2+ + . 
 
3 Дано уравнение движения точки по оси Ox  3100 5 0,001x t t= + − . Найти 

скорость v  и ускорение a  этой точки в моменты времени 1 0t =  с; 2 1t =  с; 
3 10t =  с. 

Ответ: 1 5v = ; 2 4,997v = ; 3 4,7v = ; 1 0a = ; 2 0,006a = ; 3 0,06a = . 
 
4 Найти производные третьего порядка от функций: 

1) ( )sinr a= ⋅ ϕ − ϕ ; 3) ( )1 cosr a= ⋅ − ϕ ; 
2) sin 4s a t= ⋅ ; 4) cos3s a t= ⋅ . 

Ответы: 1) cosr a′′′ = ⋅ ϕ ; 2) 64 cos4s a t′′′ = − ⋅ ; 3) sinr a′′′ = − ⋅ ϕ ; 
4) 27 sin3s a t′′′ = ⋅ . 

 
5 Записать формулу для производной n -го порядка: 

1) 
2 2 3x xy

x
+ +

= ; 3) siny x= α ; 

2) y xα= ; 4) cosy x= β . 

Ответы: 1) ( ) ( ) 1
!1 3nn

n
ny

x += − ⋅ ⋅ ; 2) ( ) ( ) ( )1 ... 1n ny n xα−= α α − α − + ; 

3) ( ) sin
2

n n ny x π = α α + 
 

; 4) ( ) cos
2

n n ny x π = β β + 
 

. 

 
6 Найти y′′  от неявно заданных функций: 

1) arcctg 0x y y+ + = ; 2) ( )arctg x y x+ = ; 
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3) ln 0xy
y

− = ; 4) ln 0
y
xx e

−
+ = . 

Ответы: 1) ( )3 52y y y− −′′ = − + ; 2) ( ) ( )( )22 1y x y x y′′ = + + + ; 

3) 
( )

2

3
yy

x y
′′ = −

+
; 4) 1 1

y y
x xy e e

x
 

′′ = ⋅ ⋅ + 
 

. 

 
7 Найти xxy′′  от следующих функций: 

1) 2

ln ,
1;

x t
y t
=


= −

 2) 
ln cos ,
lnsin ;

x t
y t
=

 =
 3) 

1 ,
cos
tg .

x
t

y t

 =

 =

 

Ответы: 1) 
24 ,

ln ;
xxy t

x t
′′ =


=

 2) 

2

4
2cos ,
sin

ln cos ;

xx
ty

t
x t


′′ = −


 =

 3) 

3ctg ,
1 .

cos

xxy t

x
t

′′ = −



=

 

 
3.4 Домашнее задание 
 
1 Найти производные второго порядка от функций: 

1) 1 2sin3 cos3
9 27

y x x x= − ⋅ − ; 4) 
2

2
1
1

xy
x
+

=
−

; 

2) ( ) ( )4 41 ln 1y x x= + ⋅ + ; 5) 2 1y x= + ; 

3) ( )3 cos2 sin 2xy e x x−= ⋅ + ; 6) 21 4 arcsin 2y x x= − ⋅ . 

Ответы: 1) sin3y x x′′ = ⋅ ; 2) ( )
6

2 4 2
4

1612 ln 1 12
1

xy x x x
x

′′ = ⋅ + + +
+

; 

3) ( )3 7cos2 17sin 2xy e x x−′′ = ⋅ − + ; 4) 
( )

2

32

12 4
1

xy
x

+′′ =
−

; 5) 
( )32

1

1
y

x
′′ =

+
; 

6) 
( )

2

2 2 32

8 4arcsin 2 16 arcsin 2
1 4 1 4 1 4

x x x xy
x x x

⋅′′ = − − −
− − −

. 

 
2 Найти третью производную функции 2 cos2y x x= ⋅ . 
Ответ: ( )224 cos2 8 12 sin 2y x x x x′′′ = − ⋅ + − ⋅ . 
 

3 Найти производную n -го порядка функции 1
1

xy
x

+
=

−
. 

Ответ: ( )

( ) 1
2 !

1
n

n
ny
x +

⋅
=

−
. 
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4 Вычислить значение производной функции, заданной неявно уравнением 
2 22 4x y xy x y+ − + + = , в точке (1; 1)M − . 

Ответ: 1. 
 

5 Найти xxy′′  функции 
( )
ln ,
2 1 cos .

x t
y t t
=

 = + ⋅
 

Ответ: ( ) ( )2 3 22 2 cos 6 sin ,

ln .
xxy t t t t t t t

x t

 ′′ = − − ⋅ − + ⋅


=
 

 
 
4 Дифференциалы первого и высших порядков 
 
4.1 Теоретическая часть  
 
Дифференциалом первого порядка функции ( )y f x=  называется главная 

часть её приращения, линейно зависящая от приращения x dx∆ =  независимой 
переменной x . Дифференциал dy  функции равен произведению её производ-
ной и дифференциала независимой переменной: 

( ) .dy y dx f x dx′ ′= =  

Из формулы дифференциала следует равенство dyy
dx

′ = . 

Геометрический смысл дифференциала: если MN  – дуга графика функ-
ции ( )y f x= , MD  – касательная к нему в точке ( ),M x y  и AB x dx= ∆ = , то 
DC dy= , а NC y= ∆  (рисунок 4.1). 

 
 
Рисунок 4.1 
 
Дифференциал функции dy  отличается от её приращения y∆  на бесконеч-

но малую высшего порядка по сравнению с x∆ . 
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Непосредственно из определения дифференциала и правил нахождения 
производных имеем свойства дифференциала: 

1) ( )0 constdC C= = ; 
2) dx x= ∆ , если x  – независимая переменная; 
3) ( )d u v du dv± = ± ; 
4) ( )·d u v vdu udv= + ; 
5) ( )· ·d C u C du= ; 

6) 2
u vdu udvd
v v

−  = 
 

; 

7) ( ) ( ) ( )udf u f u u dx f u du′ ′ ′= ⋅ = . 
Дифференциалом n-го порядка функции ( )y f x=  называется дифферен-

циал от дифференциала ( )1n − -го порядка этой функции, т. е. 

( )1n nd y d d y−= . 

Если дана функция ( )y f x= , где x  – независимая переменная, то 

( )2 2 3 3, , ..., .nn nd y y dx d y y dx d y y dx′′ ′′′= = =  

Если ( )y f u= , где ( )u x= ϕ , то ( )22 2d y y dy y d u′′ ′= + ⋅ , где дифференциро-
вание функции y  выполняется по переменной u . 

Так как y dy∆ ≈ , или ( ) ( ) ( )f x x f x f x dx′+ ∆ − ≈ , то 
( ) ( ) ( )f x x f x f x x′+ ∆ − ≈ ∆ , т. е. 

( ) ( ) ( )f x x f x f x x′+ ∆ ≈ + ∆ . 

Полученная формула часто применяется для приближённого вычисления 
значений функции при малом приращении x∆  независимой переменной x . 

 
4.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Найти дифференциал функции ( )ln arctg siny x= . 

Решение 

Находим производную данной функции: 

( ) 2
1 1 cos .

arctg sin 1 sin
y x

x x
′ = ⋅ ⋅

+
 

Тогда 
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( ) ( )2

cos .
arctg sin 1 sin

x dxdy
x x

=
⋅ +

 

 
Пример 2 – Найти дифференциал второго порядка функции ( )2ln 1y x= + . 

Решение 

Имеем 

2 2
1 22

1 1
xy x

x x
′ = ⋅ =

+ +
; 

( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 22 2

2 1 4 2 1

1 1

x x x
y

x x

+ − −
′′ = =

+ +
. 

Следовательно, 

( )
( )

2
2 2

2 2

2 1
.

1
x

d y dx
x
−

=
+

 

 
Пример 3 – Найти приближенное значение 3 26,19 . 

Решение 

В данном случае 

( ) ( )3
23

1, .
3

f x x f x
x

′= =  

Полагая, что 27х = , 0,81х∆ = − , получим 

33 3
23

0,81 0,8126,19 27 0,81 27 3 2,97.
3 93 27

= − ≈ − = − =
⋅⋅

 

 
4.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Найти дифференциалы первого порядка функции: 

1) 2tg 2y x= ; 5) 3tgy x x= ⋅ ; 

2) sin 4xy e= ; 6) ( )2ln 4y x x= + + ; 

3) 
2

2
1xy

x
−

= ; 7) ( )2arctg arcsin 2y x x= + ; 

4) 3 26y x x= + ; 8) ( )2 1 arctgy x x= + ⋅ . 



22 

Ответы: 1) 3
4sin 2
cos 2

xdy dx
x

= ; 2) sin 44cos4 xdy x e dx= ⋅ ; 3) 3
2dy dx
x

= ; 

4) 
2

3 2

3 12
2 6

x xdy dx
x x
+

=
+

; 5) 
2

3
2

3 tgtg
cos
x xdy x dx

x
 ⋅

= + 
 

; 6) 
2

1
4

dy dx
x

=
+

; 

7) ( )2 2

1 4arcsin 2
2 1 arctg 1 4

xdy dx
x x x

 
 = +
 + ⋅ − 

; 8) ( )2 arctg 1dy x x dx= ⋅ + . 

 
2 Найти 2d y  и 3d y  функции: 

1) 10lny x= ; 2) 3 cos2xy e x−= ⋅ . 

Ответы: 1) 2 2
2

10d y dx
x

= − , 3 3
3

20d y dx
x

= ; 

2) ( )2 3 25cos2 12sin 2xd y e x x dx−= ⋅ + , ( )3 3 39cos2 46sin 2xd y e x x dx−= ⋅ − . 
 
3 Дана функция 4 4y x x= + . Найти у∆  и dy , сравнить их между собой, если: 

1) 1, 1х х= ∆ = ; 2) 1, 0,1х х= ∆ = . 
Ответы: 1) 19у∆ = , 8dy = ; 2) 0,8641у∆ = , 0,8dy = . 
 
4 Вычислить приближенно: 

1) arctg1,05 ; 4) 4 16,64 ; 
2) 0,2e ; 5) sin31° ; 
3) ln1,01; 6) tg 44° . 

Ответы: 1) 0,81; 2) 1,2; 3) 0,01; 4) 2,02; 5) 0,515; 6) 0,965. 
 
5 Вычислить приближенное значение функции 2 7 10y x x= − +  при 

0,98х =  с точностью до двух знаков после запятой. 
Ответ: 2,02. 
 
4.4 Домашнее задание 
 
1 Найти дифференциалы второго порядка функций: 

1) 5 24 7 3y x x= − + ; 3) 
2

4 xy −= ; 
2) cos2y x= ; 4) siny x x= ⋅ . 

Ответы: 1) ( )2 3 280 14d y x dx= − ; 2) 2 24cos2d y xdx= − ; 

3) ( )22 2 22ln 4 4 1 2 ln 4xd y x dx−= − ⋅ ⋅ − ; 4) ( )2 22cos sind y x x x dx= − ⋅ . 
 

2 Найти 3d y  от функции ln xy
x

= . 
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Ответ: 3 3
4

11 6ln xd y dx
x
−

= . 

 
3 Вычислить приближённо, используя понятие дифференциала: 

1) 6 67,84 ; 2) 0,99arctg
1,01

. 

Ответы: 1) 2,02; 2)  0,78. 
 
 
5 Теоремы о среднем. Правила Лопиталя 
 
5.1 Теоретическая часть 
 
Теорема 1 (Ферма). Если функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке [ ];a b , 

дифференцируема внутри этого отрезка и достигает наибольшего или 
наименьшего значения во внутренней точке [ ];c a b∈ , то ( ) 0f c′ = . 

Теорема 2 (Ролля). Если функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке [ ];a b , 
дифференцируема внутри этого отрезка и ( ) ( )f a f b= , то существует по край-
ней мере одна точка ( )x c a c b= < <  такая, что ( ) 0f c′ = . 

Теорема 3 (Лагранжа). Если функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке 
[ ];a b  и дифференцируема внутри этого отрезка, то существует по крайней мере 
одна точка ( )x c a c b= < <  такая, что ( ) ( ) ( )( )f b f a f c b a′− = − . 

Теорема 4 (Коши). Если функции ( )y f x=  и ( )y x= ϕ  непрерывны на от-
резке [ ];a b  и дифференцируемы внутри него, причём ( ) 0x′ϕ ≠  при a x b< < , то 

найдется хотя бы одна точка ( )x c a c b= < <  такая, что ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f a f c
b a c

′−
=

′ϕ − ϕ ϕ
. 

 

Правила Лопиталя раскрытия неопределённостей вида 0
0

 и ∞
∞

. 

Если функции ( )y f x=  и ( )y x= ϕ  удовлетворяют условиям теоремы Ко-
ши в некоторой окрестности точки 0x x= , стремятся к нулю (или ±∞ ) при 

0x x→  и существует ( )
( )0

lim
x x

f x
x→

′
′ϕ

, то существует также ( )
( )0

lim
x x

f x
x→ ϕ

 и эти пределы 

равны, т. е. 

( )
( )

( )
( )0 0

lim lim
x x x x

f x f x
x x→ →

′
=

′ϕ ϕ
. 

Это правило справедливо и при x →±∞ . 
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Если частное ( )
( )

f x
x

′
′ϕ

 в точке 0x x=  вновь дает неопределенность 0
0

 или ∞
∞

, 

то можно перейти к отношению вторых производных и т. д. 
 
Раскрытие неопределённостей вида 0 ⋅∞ , ∞ −∞ , 00 , 1∞ , 0∞ . 
1 Для раскрытия неопределенности типа 0 ⋅∞  необходимо преобразовать 

произведение ( ) ( )f x x⋅ ϕ , где ( )
0

lim 0
x x

f x
→

= , ( )
0

lim
x x

x
→

ϕ = ∞ , в частное 

( )

( )

( )

( )

0вид или вид .1 10
f x x

x f x

ϕ ∞   
   ∞   

ϕ

 

2 В случае неопределенности ∞ −∞  предел ( ) ( )( )
0

lim
x x

f x x
→

− ϕ , где 

( )
0

lim
x x

f x
→

= ∞ , ( )
0

lim
x x

x
→

ϕ = ∞ , необходимо свести к неопределенности вида 0
0

 с 

помощью преобразования 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1:f x x
x f x f x x

 
− ϕ = − 

ϕ ⋅ϕ 
. 

3 Неопределенности 00 , 1∞ , 0∞  раскрываются при помощи преобразования 
функции 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ln ln .
xx f x x f xf x e e

ϕϕ ϕ ⋅= =  

Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0

lim lnlnlim lim .x x
x f xx x f x

x x x x
f x e e →

ϕ ⋅ϕ ϕ ⋅

→ →
= =  

 
5.2 Образцы решения примеров 
 

Пример 1 – Найти 20

sin 5lim
4 7

x

x

x e x
x x→

⋅ −
+

. 

Решение 

Имеем неопределённость вида 0
0

, следовательно, можно применить пра-

вило Лопиталя. 
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( )
( )

20 0 2

sin 5sin 5 0lim lim
4 7 0 4 7

xx

x x

x e xx e x
x x x x

→ →

′⋅ −⋅ −  = = = + ′  +
 

0

cos sin 5 4lim .
8 7 7

x x

x

x e x e
x→

⋅ + ⋅ −
= = −

+
 

 

Пример 2 – Найти 
2

tglim
tg3x

x
xπ

→
. 

Решение 

Имеем неопределенность вида ∞
∞

. Применим правило Лопиталя. 

( )
( )

2

2 2 2

2 2 2 2

tgtg 1 3 cos 3 0lim lim lim : lim
tg3 cos cos 3 3cos 0tg3x x x x

xx x
x x x xxπ π π π

→ → → →

′∞     = = = = = =     ∞ ′     
 

( )
( )

2

2
2 2 2

cos 3 2cos3 ( sin3 ) 3 sin 6 0lim lim lim
3 2cos ( sin ) sin 2 03cosx x x

x x x x
x x xx

π π π
→ → →

′
⋅ − ⋅  = = = = = ⋅ ⋅ −′  

 

( )
( )2 2

sin 6 6cos6 6lim lim 3.
2cos2 2sin 2x x

x x
xxπ π

→ →

′
= = = =

′
 

 

Пример 3 – Найти 
0

1 1lim
sinx x x→

 − 
 

. 

Решение 

При 0x →  получаем неопределенность вида ∞ −∞ . Приведём дроби к об-
щему знаменателю. 

( ) ( )
( )0 0 0

sin1 1 sin 0lim lim lim
sin sin 0 sinx x x

x xx x
x x x x x x→ → →

′−−   − = ∞ −∞ = = = =   ⋅ ′    ⋅
 

( )
( )0 0 0

1 cos1 cos 0 sinlim lim lim
sin cos 0 cos cos sinsin cosx x x

xx x
x x x x x x xx x x→ → →

′−−  = = = = = + + −′  +
 

0

sin 0lim 0.
2cos sin 2 1 0x

x
x x x→

= = =
− ⋅ −
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Пример 4 – Найти 
2

lim tg
2x

x x
π

→

π − ⋅ 
 

. 

Решение 

При 
2

x π
→  имеем неопределенность вида 0 ⋅∞ . Преобразуем функцию 

2tg .
2 ctg

x
x x

x

π−π − ⋅ = 
 

 

Тогда 

( )2 2 2 2

0 122lim lim lim 1.1ctg 0 ctg
sin

x x x

xx

x x
x

π π π
→ → →

′π π −−     = = = = −  ′  −
 

 
Пример 5 – Найти ( )

0
lim 1 cos x

x
x

→
− . 

Решение 

Имеем неопределённость вида 00 . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
lim ln 1 cosln 1 cos0

0 0
lim 1 cos 0 lim 0

x
x

x xx x

x x
x e e →

⋅ −−

→ →
− = = = = ⋅∞ =  

( ) ( )( )
0 200

2 0

sinln 1 cos
ln 1 cos lim 1 coslimlim 1 11 sinlim

cos 1 0
0

x
xx

x

xx
x x

x x
xx x xe e e e

→
→→

→

′−
− −

′ 
− 

  −∞   = = = = = = =   ∞   
 

( )
( )

( )
( )

2 2
2

0 0
0

sin 2 sin cos
lim lim2 sin coslimcos 1 sinsin 0

0
x x

x

x x x x x x
x x x x

x xxe e e
→ →

→

′ ′+
+

′ ′− −−  = = = = = 
 

 

2

0

2sin 2 cos 2 cos sin 0lim 0cos 1 1.x

x x x x x x x
xe e e→

+ + −
−= = = =  

 
5.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Найти пределы: 

1) 
4 2

31

3 2lim
2 3x

x x
x x→

− +
+ −

; 2) 
2

0

1lim
arcsin3

x

x

e
x→

− ; 
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3) 
0

tg sinlim
sinx

x x
x x→

−
−

; 6) 
2

lim

x

xx

xe
x e→+∞ +

; 

4) 30

arctglim
x

x x
x→

− ; 7) 
0

lim
ctg

2
x

x
x→

π

π
; 

5) lim
lnx

x
x→+∞

; 8) lim
n

xx

x
e→+∞

. 

Ответы: 1) 2
5

− ; 2) 2
3

; 3) 3; 4) 1
3

; 5) ∞ ; 6) 0; 7) 
2

2
π ; 8) 0. 

 
2 Найти пределы: 

1) 
2

1 1lim
cos 2x x xπ

→

 − π − 
; 4) ( )

0
lim 1 cos ctg
x

x x
→

− ⋅ ; 

2) 
1

1lim
1 lnx

x
x x→

 − − 
; 5) ( )3

0
lim ln
x

x x
→

⋅ ; 

3) 
0

1 1lim
1xx x e→

 − − 
; 6) 2

1
2

0
lim x
x

x e
→

 
⋅ 

 
. 

Ответы: 1) ∞ ; 2) 1
2

; 3) 1
2

; 4) 0; 5) 0; 6) ∞ . 

 
3 Найти пределы: 

1) sin

0
lim x

x
x

→+
; 4) ( )

1

lim 2x x
x

x
→+∞

+ ; 

2) ( )tg

0
lim arcsin x

x
x

→
; 5) 

1
1 cos

0

sinlim
x

x

x
x

−

→

 
 
 

; 

3) ( )sin

0
lim ctg x

x
x

→
; 6) 2lim 1

x

x x→∞

 + 
 

. 

Ответы: 1) 1; 2) 1; 3) 1; 4) 2; 5) 
1
3e

−
; 6) 2e . 

 
5.4 Домашнее задание 
 
Найти пределы: 

1) 
( )0

lim
ln 1

x x

x

e e
x

−

→

−
+

; 3) 
0

lnlim
1 2lnsinx

x
x→ +

; 

2) 
0

1 cos7lim
sin 7x

x
x x→

−
⋅

; 4) 
0

1lim ctg
x

x
x→

 − 
 

; 
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5) ( )
1

lim 1 tg
2x

xx
→

π
− ⋅ ; 7) 

sin

0

1lim
x

x x→

 
 
 

; 

6) 
1

ln
lim arctg

2
x

x
x

→+∞

π − 
 

; 8) ( ) 2
1

0
lim cos2 x
x

x
→

. 

Ответы: 1) 2; 2) 7
2

; 3) 1
2

; 4) 0; 5) 2
π

; 6) 1e− ; 7) 1; 8) 2e− . 

 
 
6 Возрастание и убывание функции 
 
6.1 Теоретическая часть 
 
Функция ( )y f x=  называется возрастающей (убывающей) на интервале 

( ),a b , если для 1 2x x> , где ( )1 2, ,x x a b∈ , выполняется условие ( ) ( )1 2f x f x>  
( ) ( )( )1 2f x f x< . 

Теорема 1 (достаточное условие возрастания и убывания функции). 
Если функция ( )y f x=  дифференцируема на интервале ( ),a b  и ( ) 0f x′ >  для 
всех ( ),x a b∈ , то ( )f x  возрастает на ( ),a b ; если ( ) 0f x′ <  для всех ( ),x a b∈ , 
то ( )f x  убывает на ( ),a b . 

Точка 0x  называется точкой минимума (максимума) функции ( )y f x= , 
если существует такая окрестность ( )0 0,x x− δ + δ  точки 0x , что для всех 

( )0 0,x x x∈ − δ + δ  выполняется неравенство ( ) ( )0f x f x>  ( ) ( )( )0f x f x< . Число 
( )0f x  при этом называется минимумом (максимумом) функции. 

Точки минимума и максимума функции называются точками экстремума. 
Теорема 2 (необходимое условие существования экстремума). Если 

функция ( )y f x=  в точке 0x  имеет экстремум, то ( )0 0f x′ =  или ( )0f x′  не             
существует. 

Точки, в которых ( ) 0f x′ =  или ( )f x′  не существует, называются крити-
ческими. Не всякая критическая точка является точкой экстремума. 

Теорема 3 (достаточные условия существования экстремума). 
1 Пусть функция ( )y f x=  дифференцируема в некоторой окрестности 

( )0 0,x x− δ + δ  критической точки 0x , за исключением, может быть, самой этой 
точки. Если ( ) 0f x′ >  для ( )0 0,x x x∈ − δ  и ( ) 0f x′ <  для ( )0 0,x x x∈ + δ , то 0x  – 
точка максимума. Если же ( ) 0f x′ <  для ( )0 0,x x x∈ − δ  и ( ) 0f x′ >  для 

( )0 0,x x x∈ + δ , то 0x  – точка минимума. Если ( )f x′  при ( )0 0 0, ,x x x x x∈ − δ + δ ≠  
сохраняет знак, то точка 0x  не является точкой экстремума. 
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2 Пусть ( )0 0f x′ = , ( )0 0f x′′ ≠ . Тогда функция ( )y f x=  имеет в точке 0x  
максимум, если ( )0 0f x′′ < , и минимум, если ( )0 0f x′′ > . 

3 Пусть ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0... 0nf x f x f x−′ ′′= = = = , ( ) ( )0 0nf x ≠ . Если 2 1n k= + , 

k∈ , то в точке 0x  экстремума нет. Если же 2n k= , k∈ , то в точке 0x  будет 
максимум, если ( ) ( )0 0nf x < , и минимум, если ( ) ( )0 0nf x > . 

Если функция ( )y f x=  непрерывна на отрезке [ ],a b , то она достигает на 
этом отрезке своего наименьшего и наибольшего значений. Для нахождения 
наименьшего (наибольшего) значения функции на отрезке необходимо вычис-
лить значения функции на концах этого отрезка и в критических точках, при-
надлежащих ему, а затем из всех полученных значений выбрать наименьшее 
(наибольшее). 

 
6.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Найти промежутки возрастания и убывания функции 

( ) 3 23 6 4
2

f x x x x= − − + . 

Решение 

Находим производную функции 

( ) ( )2 23 3 6 3 2 .f x x x x x′ = − − = − −  

Находим критические точки, приравняв производную к нулю: 

2
1 22 0 1, 2x x x x− − = ⇒ = − =  – критические точки. 

Нанесём эти точки на координатную прямую. На каждом интервале опре-
делим знак производной и применим достаточное условие возрастания (убыва-
ния) функции (рисунок 6.1). 

 

 
 
Рисунок 6.1 
 
Итак, функция возрастает на промежутках ( ); 1−∞ −  и ( )2;+∞ , а убывает в 

промежутке ( )1;2− . 
 
Пример 2 – Исследовать на экстремум функцию ( ) ( ) 232f x x x= − ⋅ . 

– + + 
–1 2 x  
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Решение 

Находим первую производную и критические точки. 

( ) ( )23
3 3

2 2 5 4 ;
3 3
x xf x x

x x
− −′ = + =  

( )
5 4 0,

0
0.

x
f x

x
− =′ = ⇒  ≠

 

Таким образом, 1 0x = , 2
4
5

x =  – критические точки, т. к. в точке 0x =  

функция непрерывна. 
Нанесём эти точки на координатную прямую. На каждом интервале опре-

делим знак производной (рисунок 6.2). 
 

 
 
Рисунок 6.2 
 

Применяя достаточное условие экстремума, имеем min
4
5

x = ; max 0x =  – точки 

экстремума. 

( )3
min max

4 6 16 , 0 0
5 5 25

f f f f = = − = = 
 

 – экстремумы функции. 

 
Пример 3 – Найти наибольшее и наименьшее значения функции 

( ) 32 6 5f x x x= − +  на отрезке 5 3;
2 2

 −  
. 

Решение 

Находим критические точки функции, входящие в данный отрезок: 

( ) ( )2 26 6, 0, 6 6;f x x f x x′ ′= − = =  

1 2
5 3 5 31 ; , 1 ; .
2 2 2 2

x x   = − ∈ − = ∈ −      
 

– + + 
0 

 

x  
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Теперь находим значения функции в критических точках и на концах              
отрезка: 

( ) ( ) 5 45 3 111 9, 1 1, , .
2 4 2 4

f f f f   − = = − = − =   
   

 

Таким образом, наибольшим значением функции на данном отрезке явля-

ется ( )1 9f − = , а наименьшим – 5 45
2 4

f  − = − 
 

. 

 
6.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Найти промежутки возрастания и убывания функций: 

1) 2 36 3y x x= − − ; 5) lny x x= ⋅ ; 
2) ( ) ( )22 2y x x= − + ; 6) ( )arcsin 1y x= + ; 

3) 21
xy
x

=
+

; 7) ( )3y x x= − ⋅ ; 

4) 
2xy e−= ; 8) 2ln 1y x= + . 

Ответы: 1) ( ); 2−∞ −  и ( )0;+∞  – убывает, ( )2;0−  – возрастает; 2) 2;
3

 −∞ − 
 

 

и ( )2;+∞  – возрастает, 2 ;2
3

 − 
 

 – убывает; 3) ( ); 1−∞ −  и ( )1;+∞  – убывает, 

( )1;1−  – возрастает; 4) ( );0−∞  – возрастает, ( )0;+∞  – убывает; 5) ( )10;e−  – убы-

вает, ( )1;e− +∞  – возрастает; 6) ( )2;0−  – возрастает; 7) ( )0;1  – убывает, ( )1;+∞  – 
возрастает; 8) ( );0−∞  – убывает, ( )0;+∞  – возрастает. 

 
2 Исследовать на экстремум функции: 

1) 44y x x= − ; 3) 2 2 2y x x= − ⋅ + ; 

2) 
1

2 xy x e= ⋅ ; 4) ( )ln 1y x x= − + . 

Ответы: 1) ( )max 1 3y = ; 2) 
2

min
1
2 4

ey   = 
 

; 3) ( )max 0 0y = ; 4) ( )min 0 0y = . 

 
3 Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )y f x=  на указан-

ном отрезке: 

1) [ ]33 , 1;1y x x= + − ; 3) [ ]3 , 0;3
2

xy
x

=
+

; 

2) [ ]ln , 0,1;1y x x= ⋅ ; 4) [ ]2
2 1 , 2;0

2
xy

x
−

= −
+

. 
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Ответы: 1) ( )наим. 1 4y − = − , ( )наиб. 1 4y = ; 2) наим.
1 1y
e e

  = − 
 

, ( )наиб. 1 0y = ; 

3) ( )наим. 0 0y = , ( )наиб.
11
3

y = ; 4) ( )наим. 1 1y − = − , ( )наиб.
10
2

y = − . 

 
4 Найти стороны прямоугольника наибольшей площади, который можно 

вписать в эллипс 
2 2

1
25 9
x y

+ = . 

Ответ: 5 2, 3 2 . 
 
5 Найти наибольший объём конуса, образующая которого равна l . 

Ответ: 32 3
27

l⋅ π . 

 
6 Найти наибольший объём цилиндра, у которого площадь полной поверх-

ности равна S . 

Ответ: 
3 6
S S
⋅

π
. 

 
6.4 Домашнее задание 
 
1 Найти интервалы монотонности и экстремумы функций: 

1) 4 3 21 1
4 3

y x x x= + − ; 4) ( ) 22 1
x

y x e
−

= + ⋅ ; 

2) 3 29 15y x x x= − + ; 5) 
3

1
xy

x
=

+
; 

3) 
ln

xy
x

= ; 6) 4 34 4y x x= − . 

Ответы: 1) ( )min
82
3

y − = − , ( )min
131
12

y = − , ( )max 0 0y = ; возрастает на ( )2;0−  

и ( )1;+∞ , убывает на ( ); 2−∞ −  и ( )0;1 ; 2) ( )max 1 7y = , ( )min 5 25y = − ; возрастает на
( );1−∞  и ( )5;+∞ , убывает на ( )1;5 ; 3) ( )miny e e= ; возрастает на ( );e +∞ , убывает 

на ( )0;1  и ( )1;e ; 4) 
3
4

max
3 4
2

y e
−  = 

 
; возрастает на 3;

2
 −∞ 
 

, убывает на 3 ;
2

 +∞ 
 

; 

5) возрастает на ( );−∞ +∞ ; 6) убывает на ( );0−∞ , возрастает на ( )4;+∞ ; экстре-
мумов нет. 

 
2 Найти наибольшее и наименьшее значения функции ( )y f x=  на указан-

ном отрезке: 
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1) [ ]3 22 3 12 1, 1;5y x x x= + − + − ; 2) [ ]1, 0;4
1

xy
x
−

=
+

. 

Ответы: 1) ( )наим. 1 6y = − , ( )наиб. 5 266y = ; 2) ( )наим. 0 1y = − , ( )наиб.
34
5

y = . 

 
3 На какой высоте над центром круглого стола радиусом a  следует поме-

стить светодиодную лампу, чтобы освещённость края стола была наибольшей? 

Ответ: 
2

a . 

 
 
7 Выпуклость и вогнутость кривой. Асимптоты кривой 
 
7.1 Теоретическая часть 
 
График дифференцируемой функции ( )y f x=  называется выпуклым (во-

гнутым) на интервале ( ),a b , если на этом интервале дуга кривой расположе-
на ниже (выше) касательной, проведенной к графику функции в любой точке 
( , )a b . 

Теорема 1 (достаточное условие выпуклости (вогнутости) графика 
функции). Если функция ( )y f x=  на интервале ( ),a b  дважды дифференцируе-
ма и ( ) 0f x′′ <  для любого ( ),x a b∈ , то график функции на интервале ( ),a b  
выпуклый; если же ( ) 0f x′′ >  для любого ( ),x a b∈ , то график функции на ин-
тервале ( ),a b  вогнутый. 

Точка ( )( )0 0,x f x  графика непрерывной функции ( )y f x= , отделяющая 
его выпуклую (вогнутую) часть от вогнутой (выпуклой), называется точкой 
перегиба. 

Теорема 2 (необходимое условие существования точки перегиба гра-
фика функции). Если 0x  – точка перегиба графика функции ( )y f x= , то 

( )0 0f x′′ =  или ( )0f x′′  не существует. 
Теорема 3 (достаточное условие существования точки перегиба). Если 

0x  – критическая точка второго рода функции ( )y f x=  и при 0δ >  выполня-
ются неравенства ( )0 0f x′′ − δ < , ( )0 0f x′′ + δ >  или неравенства ( )0 0f x′′ − δ > , 

( )0 0f x′′ + δ < , то точка 0x  является точкой перегиба графика функции ( )y f x= . 
Прямая L  называется асимптотой кривой ( )y f x= , если расстояние от 

точки ( ),M x y  кривой до прямой L  стремится к нулю при неограниченном 
удалении этой точки по кривой от ( )0;0O  (т. е. при стремлении хотя бы одной 
из координат точки к бесконечности). 

Для нахождения асимптот пользуются следующими утверждениями. 
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1 Если при x a=  кривая ( )y f x=  имеет бесконечный разрыв, т. е. 
( )lim

x a
f x

→
= ± ∞ , то прямая x a=  является её вертикальной асимптотой. Отме-

тим, что непрерывные функции не имеют вертикальных асимптот. 
2 Наклонные асимптоты кривой ( )y f x= , если они существуют, имеют 

уравнения y kx b= + , где k  и b  определяются формулами 

( ) ( )( )lim , lim .
x x

f x
k b f x kx

x→±∞ →±∞
= = −  

Если 0k = , то получаем горизонтальную асимптоту y b= . 
Отметим, что если пределы в формулах для k  и b  не существуют или бес-

конечны, то наклонных асимптот нет. 
 
7.2 Образцы решения примеров 
 
Пример 1 – Найти интервалы выпуклости и вогнутости, а также точки пе-

региба кривой Гаусса 
2xy e−= . 

Решение 

Находим первую и вторую производные: 

( )2 222 , 4 2 .x xy x e y x e− −′ ′′= − ⋅ = − ⋅  

Приравняв вторую производную к нулю, получим критические точки вто-

рого рода 1
1
2

x = −  и 2
1
2

x = . Эти точки разбивают числовую ось на три ин-

тервала: 1;
2

 −∞ − 
 

, 1 1;
2 2

 − 
 

 и 1 ;
2

 +∞ 
 

. 

Так как 0y′′ >  при 1;
2

x  ∈ −∞ − 
 

 и 1 ;
2

x  ∈ +∞ 
 

, то на этих интервалах 

кривая вогнута. Поскольку 0y′′ <  при 1 1;
2 2

x  ∈ − 
 

, то на этом интервале 

кривая выпукла. 

Точки 1 1;
2 e

 − 
 

 и 1 1;
2 e

 
 
 

 являются точками перегиба. 

 
Пример 2 – Найти точку перегиба графика функции 3y x= . 

Решение 

Находим производные: 
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23 , 6 ,y x y x′ ′′= =  

0 6 0.y x′′ = ⇒ =  

Таким образом, 0x =  – критическая точка второго рода. Так как 0y′′ <  при 
0x < , 0y′′ >  при 0x > , то 0x =  есть точка перегиба. 
 
Пример 3 – Найти точку перегиба графика функции 3 1y x= − . 

Решение 

Находим производные: 

( ) ( )
2 5
3 3

53

1 2 21 , 1 0.
3 9 9 ( 1)

y x y x
x

− −′ ′′= − = − − = − ≠
−

 

Вторая производная не существует при 1x = . Так как 0y′′ >  при 1x < , 
0y′′ <  при 1x > , то точка ( )1;0M  есть точка перегиба. Касательная в этой точке 

параллельна оси ординат. 
 

Пример 4 – Найти асимптоты кривой ( )
2 1xf x
x
+

= . 

Решение 

Так как 
2

0

1lim
x

x
x→

+
= ∞ , то прямая 0x =  является вертикальной асимптотой. 

Найдём наклонные асимптоты в виде y kx b= + : 

2

2
1lim 1;

x

xk
x→±∞

+ ∞ = = = ∞ 
 

( )
2 2 21 1 1lim lim lim 0.

x x x

x x xb x
x x x→±∞ →±∞ →±∞

 + + −
= − = ∞ −∞ = = = 

 
 

Таким образом, y x=  является наклонной асимптотой. 
 

Пример 5 – Найти асимптоты кривой ( )
3

21
xf x

x
=

−
. 

Решение 

График этой функции имеет две вертикальные асимптоты: 1x = −  и 1x = , 
т. к. 
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3 3

2 21 1
lim lim

1 1x x

x x
x x→− →

= = ∞
− −

. 

Найдём наклонные асимптоты в виде y kx b= + : 

( )
3 3

32lim lim 1;
1x x

x xk
x xx x→±∞ →∞

∞ = = = = − ∞ −−  
 

3 3 3

2 2 2

2

1
0lim lim lim lim 0.11 1 1 11x x x x

x x x x x xb x
x x x

x
→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

  + −
= + = = = = = − − − −  −

 

Получаем, что прямая y x= −  является наклонной асимптотой. 
 
7.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
1 Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба графиков 

функций: 
1) 4 3 24 48 6 9y x x x x= − − + − ; 4) 23 2y x x= − ; 

2) ( )3 21 5
6

y x x= − ; 5) ( )21 xy x e= + ⋅ ; 

3) 
2 1
xy

x
=

+
; 6) 2

2
2 xy x e= ⋅ . 

Ответы: 1) ( )2; 165− − , ( )4; 753−  – точки перегиба; выпукла на ( )2;4− , во-

гнута на ( ); 2−∞ −  и ( )4;+∞ ; 2) ( )0;0 , 3 7 3;
2 8 2

 
± ± 
 

 – точки перегиба; выпукла 

на 3;
2

 
−∞ − 
 

 и 30;
2

 
 
 

, вогнута на 3 ;0
2

 
− 
 

 и 3 ;
2

 
+∞ 

 
; 3) ( )0;0  – точка пе-

региба; выпукла на ( )0;+∞ , вогнута на ( );0−∞ ; 4) ( )0;0 , ( )2;0  – точки переги-

ба; выпукла на ( );0−∞  и ( )2;+∞ , вогнута на ( )0;2 ; 5) 3
103;
e

 − 
 

, 21;
e

 − 
 

 – точки 

перегиба; вогнута на ( ); 3−∞ −  и ( )1;− +∞ , выпукла на ( )3; 1− − ; 6) точек перегиба 
нет; выпукла на ( );0−∞ , вогнута на ( )0;+∞ . 

 
2 Найти асимптоты кривых: 

1) 
1
xy e= − ; 2) 22

1
y x

x
= +

−
; 
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3) 
2 3 2

1
x xy

x
+ −

=
+

; 5) 
2ln xy
x

= ; 

4) 2
3

y
x

=
+

; 6) 
2

2
3
9

xy
x
+

=
−

. 

Ответы: 1) 0x = , 1y = − ; 2) 1x = , 2y x= ; 3) 1x = − , 2y x= + ; 4) 3x = − ; 
5) 0x = , 0y =  ( )0x > ; 6) 3x = ± , 1y = . 

 
7.4 Домашнее задание 
 
1 Найти интервалы выпуклости, вогнутости и точки перегиба: 

1) 6 5 4156 3
2

y x x x x= − + + ; 3) 
2

21
xy

x
=

+
; 

2) 
2

2xy e x−= + ; 4) ( )ln 2
2

x
y

x
+

=
+

. 

Ответы: 1) 111;
2

 
 
 

, 2253;
2

 − 
 

 – точки перегиба; выпукла на ( )1;3 , вогнута 

на ( );1−∞  и ( )3;+∞ ; 2) 2 1; 2
2 e

 
− − 
 

, 2 1; 2
2 e

 
+ 

 
 – точки перегиба; вы-

пукла на 2 2;
2 2

 
− 
 

, вогнута на 2;
2

 
−∞ − 
 

 и 2 ;
2

 
+∞ 

 
; 3) 1 1;

23
 − 
 

, 

1 1;
23

 
 
 

 – точки перегиба; выпукла на 1;
3

 −∞ − 
 

 и 1 ;
3

 +∞ 
 

, вогнута на 

1 1;
3 3

 − 
 

; 4) 
4 2
3 342;

3
e e

− 
− 

 
 – точка перегиба; выпукла на 

4
32; 2e

 
− − 
 

, вогнута 

на 
4
3 2;e

 
− +∞ 

 
. 

 
2 Найти асимптоты кривых: 

1) 
3

2
1
4

xy
x

+
=

−
; 3) ( )ln 1 x

y
x
+

= . 

2) 35
1

y x
x

= +
+

; 

Ответы: 1) 2x = ± , y x= ; 2) 1x = − , 5y x= ; 3) 0x = , 0y = . 
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8 Полное исследование функций 
 
8.1 Теоретическая часть 
 
Схема исследования функций: 
1) найти область определения функции; 
2) исследовать функцию на непрерывность и определить характер точек 

разрыва; 
3) исследовать функцию на четность и нечетность, периодичность; 
4) найти точки пересечения графика функции с осями координат; 
5) исследовать функцию на монотонность и экстремум; 
6) найти интервалы выпуклости и вогнутости, точки перегиба; 
7) найти асимптоты графика функции; 
8) по полученным данным построить график функции. 
 
8.2 Образцы решения примеров 
 

Пример – Провести полное исследование функции 
2 6

2
x xy

x
− −

=
−

 и постро-

ить её график. 

Решение 

1 ( ) ( ) ( );2 2;D y = −∞ ∪ +∞ . 
 
2 Функция имеет точку разрыва 2x =  и непрерывна для всех x  из области 

определения. 
 

3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 21 6 6 .

2 2 2
x x x x x xy x y x y x

x x x
− − − − + − + −

− = = = − ≠ − ≠
− − − − +

 

Функция не является ни четной, ни нечетной. Функция не периодическая. 
 
4 С осью Ox : 

22

1 2
6 0,60 0 3, 2.

2 2 0,
x xx xy x x

x x
 − − =− −

= ⇒ = ⇒ ⇒ = = −− − ≠
 

Точки ( )3;0A  и ( )2;0B −  – точки пересечения графика с осью Ox . 
 
С осью Oy : 0 3x y= ⇒ = . Точка ( )0;3С  – точка пересечения графика с 

осью Oy . 
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5 Находим производную: 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

22 2

2 2

2 1 2 6 16 4 8 ;
2 2 2

x x x xx x x xy x
x x x

′ − − − − − ⋅ − − − +′ = = = − − − 
 

( ) 2
1,20 4 8 0 2 2 .y x x x x i′ = ⇒ − + = ⇒ = ±  

Корни комплексно-сопряженные, следовательно, числитель в нуль не об-
ращается ни при каких x∈ . Так как ( ) 0y x′ > , то функция возрастает на всей 
области определения и экстремумов не имеет. 

 
6 Находим вторую производную: 

( )
( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 22

2 4 3

2 4 2 4 8 2 24 8 8 .
2 2 2

x x x x xx xy x
x x x

′  − − − − + ⋅ −− +′′ = = = −  − − − 
 

Критических точек второго рода нет, следовательно, нет точек перегиба. 
( ) 0y x′′ >  при 2x < , значит, на интервале ( );2−∞  кривая вогнута. ( ) 0y x′′ <  при 

2x > , значит, на интервале ( )2;+∞  кривая выпукла. 
 
7 Вертикальной асимптотой является прямая 2x = , т. к. 

2 2

2 0 2 0

6 6lim , lim .
2 2x x

x x x x
x x→ − → +

− − − −
= +∞ = −∞

− −
 

Найдём наклонную асимптоту у kx b= + : 

2 2

2

1 616lim lim lim 1;22 1x x x

y x x x xk
x x x

x
→±∞ →±∞ →±∞

− −− − ∞   = = = = =   − ∞    −
 

( )
2 6 6lim lim lim 1.

2 2x x x

x x xb y kx x
x x→±∞ →±∞ →±∞

 − − −
= − = − = = − − 

 

 

Прямая 1y x= +  – наклонная асимптота. 
 
8 По полученным данным строим график функции (рисунок 8.1). 
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Рисунок 8.1 
 
8.3 Примеры для самостоятельной работы 
 
Провести полное исследование и построить графики функций: 

1) 2 1
xy

x
=

+
; 5) 3 xy x e−= ; 

2) 2
4y x
x

= + ; 6) 2
2
xy

x
= + ; 

3) 
( )2
3 2

2
xy

x
−

=
−

; 7) 
3

21
xy

x
=

−
; 

4) ( )1 xy x e= − ⋅ ; 8) 
( )

4

31
xy

x
=

+
. 

 
8.4 Домашнее задание 
 
Провести полное исследование и построить графики функций: 

1) 2 2y x
x

= + ; 4) 312y x x= − ; 

2) 
3

21
xy

x
=

+
; 5) 

1
2xy e += ; 

3) lny x x= ⋅ ; 6) ( )2ln 2 2y x x= + + . 
 

  

-6 -4 -2 0 2 4 6 x
-3
-1
1
3
5
7

y
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