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Условные обозначения 
 
   –  обозначает «принадлежит...», «является элементом...» 
    –  обозначает «существует», «найдётся» 

!    –  обозначает «существует единственный» 
    –  обозначает «для любого» или «для любых» 
   –  обозначает «следует», «вытекает» и т.д. 
:    –  обозначает «имеет место» или «такое, что» 
    –  обозначает множество всех действительных чисел 
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1 Линейные операции над векторами, линейная 
зависимость и независимость векторов 

1.1 Теоретическая часть 

1.1.1 Линейные операции над векторами. 
Вектором (геометрическим вектором) называют множество всех 

одинаково направленных отрезков, имеющих одинаковую длину.  
Пусть AB


 – направленный отрезок с началом в точке 

А и концом в точке В (рисунок 1). Этот отрезок AB


 одно-
значно определяет вектор a


. В дальнейшем вектор a


 и 

направленный отрезок AB


 будут отождествляться, а исполь-
зоваться будет тот из них, который в данном случае удобнее. 
Итак, a AB


. Длина отрезка AB


 называется длиной или модулем вектора 

a


 и обозначается a AB


.  

Векторы a


 и b


 называются коллинеарными, если они лежат на од-
ной прямой или на параллельных прямых. Записывают a b

  . Векторы a


, 

b


, c


 называются компланарными, если они лежат в одной плоскости или в 
параллельных плоскостях. 

Два вектора a


 и b


 называются равными, если они коллинеарны, 

одинаково направлены и равны по длине. Записывают a b


. 
Ортом вектора называется единичный вектор, со-

направленный с вектором a


. 

Суммой векторов a AB


 и b BC


 называется 
вектор, обозначаемый a b


 и равный AC


 (рисунок 2). 

Итак, AB BC AC 
  

 (правило треугольника). 
Сумму двух векторов можно также построить по 

правилу параллелограмма (рисунок 3). 
Свойства суммы векторов: 
1) a b b a  

  
, ,a b


 (коммутативность); 

2) ( ) ( )a b c a b c    
    

, , ,a b c
 

 (ассоциатив-
ность); 

3) существует единственный нулевой вектор 0


, 
имеющий нулевую длину и такой, что 0a a 

 
, a


; 
4) для любого вектора a


 существует единственный противополож-

ный вектор a


 такой, что ( ) 0a a  
 

. 
Произведением вектора a


 на действительное число   называется 

вектор a  , длина которого равна a 


, а направление совпадает с 
направлением a


, если 0  , и противоположно a


, если 0  . 
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Свойства произведения вектора на число: 
1) 1 a a 

 
; 4) ( )a b a b    

  
; 

2) ( 1) a a   
 

; 5) ( )a a a     
  

, , , ,a b 


. 
3) ( ) ( )a a  

 
;  

 
Проекцией вектора AB


 на вектор e


  называется положительное 

число 1 1A B


, если вектор AB


 и вектор e


 направлены одинаково, и отрица-

тельное число 1 1A B


, если вектор AB


 и вектор e


 

противоположно направлены (рисунок 4). 
Проекция вектора AB


 на вектор e


 обознача-

ется пр AB
e


 . Если 0AB 

 
 или AB l


, то 

пр 0AB
e



 . Проекция вычисляется по формуле 

пр cosAB AB
e


 
 , 

где   – угол между векторами AB


 и e


 или между вектором AB


 и 
его проекцией на e


. 

 
1.1.2 Линейная зависимость и независимость векторов. 
Векторы 1 2, , , na a a

    называются линейно зависимыми, если суще-
ствуют числа 1 2, , , n   , не равные одновременно нулю, для которых 
выполняется равенство 

 1 1 2 2 0n na a a     
   . (1) 

Если же равенство (1) выполняется только для 1 2 0n      , 
то векторы 1a


, 2a


, …, na


 называются линейно независимыми. 

Теорема (критерий линейной зависимости). Векторы 1 2, , , na a a
    

линейно зависимы тогда и только тогда, когда один из них является ли-
нейной комбинацией остальных. 

1.2 Примеры решения задач 

Пример 1 – Пусть задан параллелограмм ABCD , O  – точка пересе-
чения его диагоналей (рисунок 5). Доказать, что: 

1) 0OA OC 
  

;  2) 0OA OB BC  
   

; 3) OB OC AB 
  

. 

B 
A

A1 B1 

Рисунок 4 
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Решение 
1 Известно, что диагонали параллелограмма в точке пересечения де-

лятся пополам. Значит, OA OC
 

. Поскольку векторы OA


 и OC


 противо-

положно направлены, то OA OC 
 

, т. е. 0OA OC 
  

. 

2 По определению суммы векторов OB BC OC 
  

. С другой сторо-

ны OC OA 
 

, поэтому 0OA OB BC  
   

.  

3 На векторах OB


 и OC


 как на сторонах по-
строим параллелограмм OBKC  (см. рисунок 5). То-

гда OC BK
 

, OB OC OB BK OK   
    

. Обратим-
ся к четырехугольнику ABKO . Это параллело-

грамм, т. к. BK AO , и поэтому AB OK
 

. Теперь 

очевидно, что OB OC AB 
  

. 
 

Пример 2 – Пусть a


 и b


 – ненулевые векто-
ры. Доказать, что следующие условия равносильны: 

1) векторы a


 и b


 линейно зависимы; 
2) 0 :   ba

  ; 

3) a b
  . 

Решение 
Доказательство проведём по схеме 1 2 3 1   . 

1 2 . Если a


 и b


 линейно зависимы, то существуют числа 1  и 2  

такие, что 1 2 0a b  
 

. Так как a


 и b


 – ненулевые векторы, то в этом ра-

венстве 1 0   и 2 0   и из него получим a b


, где 2 1    . 

2 3 . Из равенства a b


 и условия b b
 
  следует, что a b

  . 

3 1 . Пусть a b
  . Умножим вектор b


 на число 1  , если a


 и b


 

одинаково направлены, и на 1   , если a


 и b


 направлены противопо-

ложно. Тогда векторы a


 и b


 параллельны и одинаково направлены. От-

сюда получим, что векторы 
b

a
a




  и b


, имеющие одинаковые длины, рав-

ны, т. е. 
b

a b
a

 
 
  0

b
a b

a
 

  
 , что означает линейную зависимость 

векторов a


 и b


. 
Таким образом, любые два коллинеарных вектора линейно зависи-

мы. То же самое можно сказать о любых трёх компланарных векторах. 

C

K 

Рисунок 5 
A D 

B 

O 
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1.3 Задания для самостоятельной работы 

1 Построить векторы a b


 и a b


, если: 

 
 

2 Проверить геометрически справедливость следующих равенств: 

а)     2a b a b a   
   

;    в) 2 2 ( ) 2a b a b  
   ; 

б)     2a b a b b   
   

;   г)    2 2a b b a b   
   

. 

3 Найти условия, которым должны удовлетворять векторы a


 и ,b


 
если: 

а) a b a b  
  

;   в) a b a b  
  

. 

б) a b a b  
  

;  
4 Пусть ABC  – произвольный треугольник, K, L, M – середины 

сторон BC , AC , AB  соответственно, O  – точка пересечения медиан этого 
треугольника. Доказать, что: 

а) AB OA OB  
  

;    в) 0OK OL OM  
   

; 
б) 0OA OB OC  
   

;   г) 0AK BL CM  
   

. 
5 Дан параллелограмм ABCD . Пусть 1AC e

 
, 2BD e
 

. Выразить 

векторы AB


, BC


, CD


, DA


 через векторы 1e


, 2e


.  

6 ABCDEF  – правильный шестиугольник, AB p
 

, BC q
 

. Выра-

зить через p


 и q


 векторы CD


, DE


, EF


, FA


, AC


, AD


 и AE


. 
7 Доказать, что векторы 1a


, 2a


,…, na


 линейно зависимы, если хотя 
бы один из них нулевой. 

8 Доказать, что если некоторое непустое подмножество векторов из 
множества 1a


, 2a


, …, na


 линейно зависимо, то и все векторы в целом ли-
нейно зависимы. 

9 Доказать, что векторы 1a


, 2a


, …, na


 линейно зависимы, если среди 
них есть хотя бы два противоположных вектора. 

10 Доказать, что если векторы  1a


, 2a


, …, na


  линейно независимы, 
то любое непустое подмножество из них также линейно независимо.  

1.4 Домашнее задание 

Рекомендуемая литература [1, гл. 1, § 1], [2, гл. 2, § 2.1–2.4], [3, 
гл. 1,  § 1.3]. 

а) б) в) г)  
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1 Выбрать два произвольных неколлинеарных вектора a


, b


 и по-
строить вектор a b 


, где: 

а) 1  , 1  ;     в) 1   , 1   ; 
б) 1   , 1  ;    г) 0,5   , 3  . 

2 Пусть ABCD  – параллелограмм, O  – точка пересечения его диа-
гоналей АС и BD. Доказать, что: 

а) OA OC
 

;  

б) 0OC OB DA  
   

; 

в) 2AC DB AB 
  

; 

г) 2AC DB AD 
  

; 
д) p


 коллинеарен q


, где 

2 3p AB BC 
 

, 1,5q BC AB 
 

.  
3 Пусть ABCD  – произвольный четырёхугольник, F  и E  – сере-

дины сторон AB и CD соответственно. Доказать, что 0,5( )FE AD BC 
  

. 
4 Пусть ABC  – треугольник, М – точка пересечения его медиан, О – 

произвольная точка плоскости, 1OA e
 

, 2OB e
 

, 3OC e
 

. Выразить вектор 

OM


 через векторы 1e


, 2e


, 3e


. 

5 В параллелограмме ABCD  обозначены: AB a
 

, AD b
 

. Выра-

зить через a


 и b


 векторы MA


, MB


, MC


 и MD


, где M  – точка пересече-
ния диагоналей параллелограмма. 

6 Доказать, что векторы 1a


, 2a


, …, na


 линейно зависимы, если хотя 
бы два из них равны. 

Ответы к заданиям 

Подраздел 1.3 

5  1 2 2AB e e 
  

,  1 2 2BC e e 
  

, CD AB 
 

, DA BC 
 

; 

6 CD q p 
  

,  DE p 
 

, EF q 
 

, FA p q 
  

, AC p q 
  

, 

2AD q
 

, 2AE q p 
  

. 

Подраздел 1.4 

4   1 2 3 3OM e e e  
   

; 

5    2MA a b  
 

,   2MB a b 
 

, MC MA 
 

, MD MB 
 

. 

2 Базисы и координаты векторов. Скалярное 
произведение векторов 

2.1 Теоретическая часть 

2.1.1 Базисы и координаты векторов. 
Два любых линейно независимых вектора  1 2,e e

 
  некоторой плоско-
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сти называются базисом этой плоскости; три любых линейно независи-
мых вектора 1 2 3, ,e e e

  
 – базисом пространства. 

В пространстве нужно различать правые и левые базисы. Базис 
 1 2 3, ,e e e
  

 называется правым (левым), если при наблюдении с конца векто-

ра 3e


 вращение вектора 1e


 по кратчайшему пути к вектору 2e


 происходит 
против часовой стрелки (по часовой стрелке). 

На рисунке 6, а изображён левый базис (вектор 1e


 направлен от 

наблюдателя), а на рисунке 6, б – правый (вектор 2e


 направлен от наблю-
дателя).  

 

Если векторы 1e


, 2e


, 3e


 попарно ортогональны, то базис  1 2 3, ,e e e
  

 

называется прямоугольным. Прямоугольный базис называется ортонорми-
рованным, если все его векторы имеют единичную длину. Обычно орто-

нормированный базис обозначается  , ,i j k
 

. Аналогично на плоскости. 

Если к базису на плоскости (в пространстве) добавить точку O  (начало от-
счёта), то возникает система координат на плоскости (в пространстве).  

Теорема 1. Пусть  1 2 3, ,e e e
  

 – произвольный базис в пространстве. 

Тогда для любого вектора x


 пространства имеет место единственное раз-
ложение по базису  1 2 3, ,e e e

  
: 

 1 1 2 2 3 3x x e x e x e  
   

. (2) 

Аналогичное разложение имеет место для любого вектора  некото-
рой плоскости P относительно любого базиса  1 2,e e

 
 этой плоскости. Да-

лее формулируем результаты для векторов в пространстве; соответствую-
щие результаты для плоскости очевидны. 

Коэффициенты 1x , 2x , 3x  в разложении (2) 
называют координатами вектора x


 в базисе 

 1 2 3, ,e e e
  

 и записывают 1 2 3( ; ; )x x x x


. Координа-

тами точки M0 в системе координат  1 2 3; , ,O e e e
  

 

называют координаты вектора 0OM


 в базисе 

 1 2 3, ,e e e
  

 (рисунок 7).  

Зная координаты вектора, можно найти его 
модуль: 

Рисунок 6 

б)а)  
 

 

Рисунок 7 

O 

z 

x

y

M0(x0;y0;z0)

x0

y0

z0 
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 2 2 2
1 2 3x x x x  


. (3) 

Теорема 2. Координаты вектора, являющегося линейной комбина-
цией других векторов, равны таким же линейным комбинациям соответ-
ствующих координат этих векторов. 

Важным является вопрос о связи координат вектора  в  различных 
базисах. Пусть в пространстве заданы два базиса  1 2 3, ,e e e

  
 и  1 2 3, ,e e e    

, 

причём 

 
1 11 1 12 2 13 3

2 21 1 22 2 23 3

3 31 1 32 2 33 3

;

;

.

e e e e

e e e e

e e e e

  
  
  

    
     
     

   
   
   

 (4) 

Если известны координаты 1x , 2x , 3x  вектора x


 в «новом» базисе 

 1 2 3, ,e e e
  

, то координаты 1x , 2x , 3x  этого вектора в «старом» базисе 

 1 2 3, ,e e e    
 можно найти по формулам: 

 
1 11 1 21 2 31 3

2 12 1 22 2 32 3

3 13 1 23 2 33 3

;

;

.

x x x x

x x x x

x x x x

  
  
  

   
    
    

 (5) 

Более того, можно решить и обратную задачу. Если известны коор-
динаты 1x , 2x , 3x  вектора x


 в базисе  1 2 3, ,e e e    

, то координаты 1x , 2x , 3x  

этого вектора x


 в «новом» базисе  1 2 3, ,e e e
  

 можно найти, решая систему 

линейных уравнений (5). 

2.1.2 Скалярное произведение векторов. 
Скалярным произведением векторов a


 и b


 называется число, обо-

значаемое a b


 или  ,a b


, равное | || | cosa b 


, где   – угол между a


 и b


:  

 cosa b a b    
  

,  ,a b 


. (6) 

Основные свойства скалярного произведения: 

1) a b b a  
  

;      4)  a b c a b a c     
     

; 

2)      a b a b a b      
    

;   5) 0a b a b   
  

. 

3) 
2

a a a 
  

; 

Если векторы 1 2 3( ; ; )a a a a


 и 1 2 3( ; ; )b b b b


 заданы в ортонормиро-

ванном базисе ( , , )i j k
 

, то можно записать скалярное произведение ba

  с 

помощью координат этих векторов:  
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 332211 babababa 


. (7) 

Угол между векторами 

 1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3

cos
a b a b a ba b

a b a a a b b b
  
 

    


 . (8) 

Как известно, проекция вектора a


 на вектор b


 равна пр cos
b

a a 
 

. 

Тогда из формул (6) и (8) имеем  

 пр прab
a b b a a b     
    

. (9) 

Пусть углы вектора a


 с осями Ox , Oy , Oz  равны соответственно 
, ,   . 

Числа 

  1

2 2 2
1 2 3

cos cos ,
a

a i
a a a

  
 


;   2

2 2 2
1 2 3

cos cos ,
a

a j
a a a

  
 


; 

  3

2 2 2
1 2 3

cos cos ,
a

a k
a a a

  
 


 

называются направляющими косинусами вектора a


. 
Сумма квадратов направляющих косинусов равна единице: 

 
2 2 2cos cos cos 1     . 

Физический смысл скалярного произведения связан с понятием 
работы постоянной силы. Если материальная точка под действием силы F


 

переместилась из положения A  в положение ,B  то работа силы F


 числен-

но равна скалярному произведению F AB
 

. 

2.2 Примеры решения задач 

Пример 1 – Даны векторы 1 (0;1; 1)e  


, 2 (0;5;1)e 


, 3 (1; 4;1)e  


, 
(2;5;1)a 


. Доказать, что векторы 1 2 3, ,e e e

  
 образуют базис в пространстве, 

и найти координаты вектора a


 в этом базисе. 

Решение 
Убедимся, что векторы 1 2 3, ,e e e

  
 линейно независимы, т. е. векторное 
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равенство 1 1 2 2 3 3 0e e e    
  

 возможно лишь при 1 2 3 0     .  
Действительно, в соответствии с теоремой 2  

1 2 3(0;1; 1) (0;5;1) (1; 4;1) (0;0;0)         

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

0 0 0;

5 4 0;

0.

  
  
  

    
   
    

 

Данная система имеет единственное тривиальное решение 

1 2 3 0     , если её определитель  

0 0 1

1 5 4

1 1 1

  


 

отличен от нуля. Убеждаемся, что 6 0   . Таким образом, тройка векто-
ров 1 2 3, ,e e e

  
 линейно независима и образует базис. Нам известны координа-

ты вектора a


 в некотором «старом» базисе  1 2 3, ,e e e    
. Для того чтобы найти 

координаты вектора a


 в «новом» базисе  1 2 3, ,e e e
  

, составим систему урав-

нений вида (5) и решим её. В этой системе координаты векторов 1 2 3, ,e e e
  

 
располагаются по столбцам: 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 0 0 ;

5 5 4 ;

1 .

x x x

x x x

x x x

    
     
    

 

Вычисляем 1x , 2x , 3x  по формулам Крамера. Определитель данной 
системы уже найден: 6  . Далее имеем 

1

2 0 1

5 5 4 18

1 1 1

    ; 2

0 2 1

1 5 4 12

1 1 1

   


;  3

0 0 2

1 5 5 12

1 1 1

  


. 

Отсюда 1 1 3x     , 2 2 2x     , 3 3 2x     . 
 
Пример 2  –  Найти скалярное произведение  (3 2 ) (5 6 )a b a b  

  
, ес-

ли 4, 6, / 3a b    


. 

Решение 
Согласно свойствам скалярного произведения векторов 
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(3 2 ) (5 6 ) 15 18 10 12a b a b a a a b a b b b           
          

 

22
15 28 cos( / 3) 12 15 16 28 4 6 0,5 12 36a a b b           

  
 

240 336 432 672 336 336      . 

Пример 3 – Найти угол между векторами  3;4;5a 


,  4; 5;3b  


. 

Решение 
По формуле (8) получаем 

2 2 2 2 2 2

3 4 4 ( 5) 5 3 7 7
cos

5050 503 4 5 4 ( 5) 3
      
  

    
, 

7
arccos

50
  . 

Пример 4 – Доказать, что векторы  1;2;3a 


,  8; 1; 2b   


 пер-
пендикулярны. 

Решение 
По формуле (7) находим: 1 8 2 ( 1) 3 ( 2) 0a b         


. Следова-

тельно, по свойству 5 скалярного произведения векторы a


 и b


 перпенди-
кулярны. 

2.3 Задания для самостоятельной работы 

1 Найти координаты линейной комбинации a b 


 векторов a


 и 

,b


 если: 

а) 2  , 3  ,  1; 1;0a  


,  0;1;1b 


; 

б) 4  , 5   ,  1;2;3a 


,  1;1;2b 


. 
2 Векторы 1e


, 2e


 и x


 лежат в одной плоскости, известны их коорди-
наты в некотором базисе этой плоскости. Показать, что векторы 1e


, 2e


 об-
разуют базис, найти координаты вектора x


 в этом базисе. 

а) 1 (1; 1)e  


, 2 ( 1;2)e  


, (3; 2)x  


;  
б) 1 (2;1)e 


, 2 (3;1)e 


, (6; 5)x  


. 

3 Даны векторы 1 (5;3)e 


, 2 (2;1)e 


, 1 2x e e  
  

. Показать, что 
векторы 1 2,e e

 
 образуют базис на плоскости. Найти координаты вектора x


 в 

«старом» базисе  1 2,e e  
, если: 

а) 2   , 2  ;    б) 3  , 1   . 
4 Векторы 1 2 3, ,e e e

  
, a


 заданы своими координатами в некотором ба-
зисе пространства. Показать, что векторы 1 2 3, ,e e e

  
 образуют базис про-

странства, и найти координаты вектора a


 в базисе  1 2 3, ,e e e
  

. 
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а) 1 ( 3;2; 1)e   


, 2 (4;1;0)e 


, 3 ( 3; 1;1)e   


, ( 7;1;9)a  


; 
б) 1 (1; 1;2)e  


, 2 ( 1; 1;1)e   


, 3 (2;1; 1)e  


, ( 1;0;1)a  


. 

5 Вычислить ba

 , если 2 3a p q 

  
, 4 2b p q 
  

, где p


 и q


 – еди-
ничные векторы, угол между которыми равен / 3 . 

6 Даны точки (1;2;3)A  и (4;2;0)B . Найти: a) AB


; б) направляющие 

косинусы вектора AB


; в) величину проекции вектора AB


 на базисный век-
тор j


. 

7 Найти неизвестную координату вектора (4; 12; )a z 


, если 
13.a 


 

8 Найти угол между векторами (2; 4;4)a  


 и ( 3;2;6)b  


. 

9 При каких значениях x  векторы (2; 3;0)a x 


 и  21; ;b x x


 орто-
гональны? 

10 Даны вершины четырёхугольника (1;2;3)A , (7;3;2)B , ( 3;0;6)C  , 
(9;2;4)D . Доказать, что его диагонали AC  и BD  взаимно перпендикуляр-

ны. 

11 Найти a b


, если 2a 


, 4b 


, 5a b 


. 

12 Доказать, что векторы ba


  и a b


 ортогональны тогда и только 

тогда, когда a b


. 
13 Даны силы 1 (5;3; 2)F  


,  2 (1; 4;6)F  


 и 3 (1;7;2)F 


, приложен-
ные в одной точке. Вычислить, какую работу производит равнодействую-
щая этих сил, когда точка приложения, двигаясь прямолинейно, перемеща-
ется из положения (1;2; 4)A   в положение (2;6; 2)B  . 

2.4 Домашнее задание 

Рекомендуемая литература  [1, гл. 1, § 2–3],  [2, гл. 2, § 2.5, 2.6, 
2.10–2.12], [3, гл. 1, § 1.3, 1.4]. 

1 Доказать, что векторы a


 и b


 пространства равны тогда и только 
тогда, когда их координаты равны в любом базисе. 

2 Векторы 1 2 3, ,e e e
  

, x


 заданы в некотором базисе пространства. По-
казать, что векторы 1 2 3, ,e e e

  
 образуют базис пространства, найти координа-

ты вектора x


 в базисе  1 2 3, ,e e e
  

. 

а) 1 (7;2;1)e 


, 2 (4;3;5)e 


, 3 (3;4; 2)e  


, (2; 5; 13)x   


; 

б) 1 (1;2;3)e 


, 2 ( 1;3;2)e  


, 3 (7; 3;5)e  


, (6;10;17)x 


. 

3 Найти скалярное произведение векторов ( 3 4 )a b 


 и (2 3 ),a b


 

где 2a 


, 2b 


,  , / 4a b 


. 

4 При каких x  векторы 21
; 1;a x x

x
   
 


 и 

1
6; ;1

1
b

x
   

 


 ортого-

нальны? 
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5 Найти вектор x


, коллинеарный вектору (1;2; 3)a  


 и удовлетво-
ряющий равенству 28a x 

 
. 

6 Даны векторы (3;2; 3)a  


 и (1;3;5)b 


. Найти проекцию вектора 
3 2a b


 на вектор a b


. 

7 Вычислить работу силы 3 7F i j k  
  

 при перемещении матери-
альной точки под действием этой силы из точки (0; 2;3)A   в точку (1;1;5)B  
вдоль AB


. 

Ответы к заданиям 

Подраздел 2.3 
1  а)  2;1;3 ; б)  1;3;2 ;  

2  а)  4;1 ; б)  21;16 ;  
3  а)  6; 4  ; б)  13;8 ;  

4  а)  2;8;11 ; б)  1; 4; 3  ;  
5  –2;  
6  а) 3 2 ; б) 2 2 , 0, 2 2 ; в) 0;  
7  3; –3;  
8   arccos 5 21 76,2  ;  

9  1; 2;  
11  15 ;  
13  43. 

Подраздел 2.4 
2  а)  2; 3;0 ; б)  2;3;1 ;  
3  –2;  
4  2; 3 2 ;  

5   2;4; 6 ;  

6  2 5 3 ;  
7  6. 

3 Векторное произведение векторов. Смешанное 
произведение векторов 

3.1 Теоретическая часть 

3.1.1 Векторное произведение векторов. 
Векторным произведением неколлинеарных векторов a


 и b


 назы-

вается вектор, обозначаемый a b


 или ,a b  


, удовлетворяющий следую-
щим требованиям:  

1) длина вектора a b


 равна sina b 


, где  ,a b 


, 0    ; 

2) вектор a b


 ортогонален обоим векторам a


 и b


; 
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3) тройка векторов a


, b


, a b


 является правой. 

Если векторы a


 и b


 коллинеарны, то полагают 0a b 
 

. 
Свойства векторного произведения: 

1) a b b a   
  

; 

2)      a b a b a b      
    

,   ; 

3)  a b c a b a c     
     

; 

4) если 0a b 
 

, то векторы a


 и b


 коллинеарны; 

5) длина a b


 векторного произведения a b


 численно равна пло-

щади параллелограмма, построенного на векторах a


 и b


 как на сторонах. 

Пусть векторы a


 и b


 заданы своими координатами относительно 

правого ортонормированного базиса  , ,i j k
 

, т. е. 1 2 3( ; ; )a a a a


, 

1 2 3( ; ; )b b b b


. Тогда 

 1 2 3

1 2 3

i j k

a b a a a

b b b

 

 


. (10) 

Физический смысл векторного произведения связан с понятием 
момента силы. Моментом силы F


, приложенной к точке B, относительно 

некоторой точки A называется векторное произведение AB F
 

. 

 
3.1.2 Смешанное произведение векторов. 
Пусть a


, b


, c


 – произвольные векторы. Возьмём векторное произ-

ведение a b


; далее – скалярное произведение  a b c
 

 векторов a b


 и 
c


. Полученное число называется смешанным произведением векторов a


, 

b


, c


 (в указанном порядке) и обозначается  a b c
 

 или a


b


c


. 
Основные свойства смешанного произведения: 
1) если векторы a


, b


, c


 не компланарны и образуют правую тройку, 
то их смешанное произведение численно равно объёму параллелепипеда, 
построенного на этих векторах как на рёбрах, т. е. 

abc V
 

. 

Если векторы a


, b


, c


 не компланарны и образуют левую тройку, то  

abc V 
 

; 

2)    a b c a b c  
    

; 

3) abc bac acb   
     

; 

4) abc bca cab 
     

; 
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5) векторы a


, b


, c


 компланарны тогда и только тогда, когда 

0abc 
 

. 

Пусть a


, b


, c


 заданы в ортонормированном базисе  , ,i j k
 

, 

1 2 3( ; ; )a a a a


, 1 2 3( ; ; )b b b b


, 1 2 3( ; ; )c c c c


. Тогда 

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

a a a

abc b b b

c c c


 

. (11) 

Свойство 1 позволяет непосредственно или с помощью  формулы 
(11) вычислять объёмы некоторых тел. В частности, объём пирамиды с 
вершинами в точках 1 2 3( ; ; )A a a a , 1 2 3( ; ; )B b b b , 1 2 3( ; ; )C c c c , 1 2 3( ; ; )D d d d  вы-
ражается следующим образом: 

 
1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

1

6

b a b a b a

V c a c a c a

d a d a d a

  
   

  
. (12) 

Свойство 5 позволяет устанавливать, компланарны или не компла-

нарны векторы a


, b


, c


. Если векторы a


, b


, c


 не компланарны, то с по-
мощью свойства 1 можно установить, какую тройку они образуют. А 

именно, если   0a b c 
 

, то тройка векторов a


, b


, c


 правая, если же 
  0a b c 

 
, то левая. 

3.2 Примеры решения задач 

Пример 1 – Заданы векторы 1 (3; 1;2)a  


, 2 (1;2; 1)a  


. Найти коор-

динаты векторов 1 2a a
 

,  1 2 22a a a 
  

. 

Решение 
Вычисляем координаты вектора 1 2a a

 
 по формуле (10): 

1 2

1 2 3 2 3 1
3 1 2  3 5 7

2 1 1 1 1 2
1 2 1

i j k

a a i j k i j k
 

         
 



 
     

. 

Координаты вектора  1 2 22a a a 
  

 определим с помощью свойств 

векторного произведения векторов. Имеем 
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 1 2 22a a a 
      1 2 2 22 a a a a    

   
1 22( )a a
 

6 10 14i j k   
 

  

(поскольку 2 2 0a a 
 

). 
 
Пример 2 – Найти площадь параллелограмма, построенного на век-

торах 3 ; 3a b a b 
  

, если 1a b 


;  , 30a b  


. 

Решение 
Имеем  

( 3 ) (3 ) 3 9 3 9 8a b a b a a a b b a b b b a b a b a                 
                

 

(поскольку 0,a a b b b a a b       
      

). Итак, 8 sin 30 4S b a  
 

. 
 
Пример 3 – Доказать, что точки (5;7; 2)A  , (3;1; 1)B  , (9;4; 4)C  , 

(1;5;0)D  лежат в одной плоскости. 

Решение 
Найдём координаты векторов: ( 2; 6;1)AB   


, (4; 3; 2)AC   


, 

( 4; 2;2)AD   


. Найдём смешанное произведение полученных векторов: 

 
2 6 1 2 6 1 0 6 1

4 3 2 0 15 0 0 15 0 0

4 2 2 0 10 0 0 10 0

AB AC AD

    
        

 

  
. 

Таким образом, полученные выше векторы компланарны, следова-
тельно, точки A, B, C и D лежат в одной плоскости. 

 
Пример 4 – Вычислить объём пирамиды с вершинами в точках 

(2;3; 1)A  , (2; 2;4)B  , ( 1;1;3)C  , (1;1;2)D . 

Решение 
Рассмотрим векторы (1;2; 3)a DA  


, (1; 3;2)b DB  


, 

( 2;0;1)c DC  


 (рисунок 8). 

У пирамиды, построенной на векторах a


, b


, c


, 
та же высота, что и у параллелепипеда, а площадь осно-
вания в 2 раза меньше, поэтому 

1 2 3
1 1 1 5

1 3 2 3 8 18 2
6 6 6 6

2 0 1

V abc


        



 
. 

A 

B 

C 

D 

Рисунок 8 
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Заметим, что векторы  a


, b


, c


 образуют правую тройку, т. к. 
0abc 

 
. Объём пирамиды можно было найти сразу по формуле (12), одна-

ко, если нужно найти и другие параметры тела, удобнее начинать решение 

с построения векторов a


, b


, c


. 

3.3 Задания для самостоятельной работы 

1 Даны векторы (0;1; 2)a  


, ( 3;1;0)b  


, (0;3; 1)c  


. Найти коор-
динаты следующих векторов: 

а) a


×b


;     в)  a b c 
 

;  

б)    3 2 2 3a b a b  
   

;   г)  a b c 
 

. 

2 Найти a b


, если известны a


, b


, a b


: 

а) 5a 


, 3b 


, 9a b 


;  б) 13a 


, 2b 


, 10a b 


. 
3 Найти площадь параллелограмма, построенного на векторах 

(1;2; 1)a  


, (2;0; 2)b  


 как на сторонах. 
4 Найти площадь треугольника ABC, если: 

а) ( 1;0;2)A  , (1; 2;5)B  , (3;0; 4)C  ;  
б) (4;2;3), (5;7;0)A B , (2;8; 1).C   

5 Найти длину высоты AD  треугольника ABC, если: 
а) ( 1;0;2)A  , (1; 2;5)B  , (3;0; 4)C  ;  
б) ( 3;1;4)A  , ( 5;2;4)B  , ( 7;0;4)C  . 

6 Проверить, что векторы p a d 
 

, cbq


  коллинеарны, если 

векторы a


, b


, c


, d


 связаны соотношениями a b c d  
  

, a c b d  
  

. 
7 Упростить выражения: 

а)      a b c b c a a c b       
      

; 

б)      a b c a b c a b a c b c          
          

. 

8 Решить уравнение a y b 
 

, где (3; 1;2)a  


, (0;2;1)b 


. 

9 Силы 1 (1;1;1)F 


, 2 ( 2; 3;1)F   


, 3 ( 1; 2;1)F   


 приложены в точке 
(2;1;2)B . Определить момент равнодействующей этих сил относительно 

точки (0; 1; 1)A   . 

10 Векторы a


, b


, c


 образуют правую тройку, взаимно перпендику-

лярны и 4a 


, 2b 


, 3c 


. Вычислить abc
 

. 

11 Пусть a


, b


, c


 – произвольные векторы. Доказать, что: 

а)       0a b b c c a    
    

;   

б)      2a b c a b c abc    
       

. 
12 Найти объём параллелепипеда, построенного на векторах 

(4;3;6)a 


, (2;3 2;5)b 


, (7;5 2;4)c 


 как на сторонах. Установить, ка-
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кую тройку образуют векторы a


, b


, c


. 
13 Используя условие компланарности векторов, проверить,  лежат 

ли точки A, B, С, D в одной плоскости: 
а) (1; 1;39)A  , ( 2;5; 3)B   , (0;3;3)C , (4;0;4)D ; 
б) (1;1;0)A , ( 3; 1;2)B   , ( 3;1;8)C  , (0;2;5)D . 

14 Вычислить объём  пирамиды,  вершинами которой  являются точ-
ки (1;1;1)A , (2;0;2)B , (2;2;2)C , (3;4; 3)D  . 

15 В пирамиде с вершинами A, В, С, D найти длину высоты, прове-
дённой из вершины D к грани ABC: 

а) (3;2; 1)A  , ( 1;2;2)B  , (1;5; 1)C  , (4;3;0)D ; 
б) (2;4; 1)A  , (1;4;2)B , ( 1;2; 1)C   , (2; 1;1)D  . 

3.4 Домашнее задание 

Рекомендуемая литература [1, гл. 1, § 3], [2, гл. 2, § 2.13–2.17], [3, 
гл. 1, § 1.13]. 

1 Показать, что четырёхугольник ABCD есть параллелограмм, и 
найти его площадь, если (1;4;4)A , (3;7;8)B , (8;8;11)C , (6;5;7)D . 

2 Определить площадь ABC  с вершинами в точках (5; 6;2)A  , 
(1; 1;2)B  , (1;3; 1)C  . 

3 Упростить выражение    a b c a b c    
    

. 

4 Решить уравнение a y b 
 

, если известны (1; 1;2)a  


, 

(1; 5; 3)b   


 и первая координата вектора y


 равна 0. 

5 Найти значение выражения ((2 ) (2 )) ( 2 )i j j k i k    
    

, где 

 , ,i j k
 

 – правый ортонормированный базис. 

6 Доказать, что точки (1;1;2)A , (5;4;4)B , (2;1;1)C , ( 1; 2; 2)D     ле-
жат в одной плоскости. 

7 Вычислить объём пирамиды, вершинами которой являются точки 
(1;2;1)A , (3;2;2)B , ( 7;3; 6)C   , (3;2;1)D . 

Ответы к заданиям 

Подраздел 3.3 
1  а)  2;6;3 ; б)  10; 30; 15   ; в)  15;2;1 ; г)  15;2;6 ;  
2  а) 12; б) 24;  
3  4 2 ;  
4  а) 14; б) 3 10 ;  

5  а) 28 89 ; б) 3 2 ;  

7  а) 0


; б) 2a c
 

;  
8   1;0;0y 


;  
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9   18; 12; 4  ;  
10  24;  
12  22V  , правая;  
13  а) лежат; б) лежат;  
14  2 3;  

15  а) 27 261 ; б) 49 126 . 

Подраздел 3.4 
1  390 ;  
2  12,5;  

3  2 ( )c a b 
 

;  
4  (0; 3;5)y  


;  

5  –9;  
7  1 3. 

4 Прямая на плоскости 

4.1 Теоретическая часть 

Основные способы задания прямых на плоскости 
Пусть на плоскости задана ортонормированная система координат 

 ; ,O i j
 

. Координаты произвольной точки M  обозначаем  ;M x y .  

Укажем основные способы задания прямой на плоскости. 
1 Теорема. Любая прямая на плоскости может быть задана уравне-

нием вида 

 0Ax By C   . (13) 

И наоборот, любое уравнение вида (13) задаёт на плоскости некото-
рую прямую. 

Заметим, что вектор  ( ; )n A B


 ортогонален прямой (13) и называет-
ся нормальным. Уравнение (13) называют общим уравнением прямой. Раз-
личные модификации уравнения (13) связаны с различными способами за-
дания прямых. 

2 Прямая L  определяется одной своей точкой  0 0 0;M x y  и нор-

мальным вектором ( ; )n A B


. Её уравнение имеет вид: 

 0 0( ) ( ) 0A x x B y y    . (14) 

3 Прямая L  определяется двумя своими точками  1 1 1;M x y  и 

 2 2 2;M x y . Её уравнение имеет вид: 

 1 1

2 1 2 1

y y x x
y y x x
 


 

 или  2 1
1 1

2 1

y y
y y x x

x x


  


. (15) 
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4 Число 2 1

2 1

y y
k

x x





 во втором выражении (15) называется угловым 

коэффициентом прямой L . Известно, что tgk  , где   – угол между 

прямой L  и осью Ox  (или между L  и вектором i


). Уравнение прямой с уг-
ловым коэффициентом 

 y kx b  , (16) 

где b  – ордината точки пересечения прямой с осью Oy . 
5 Прямая L  определяется одной своей точкой  0 0 0;M x y  и угловым 

коэффициентом k . Её уравнение имеет вид: 

 0 0( )y y k x x   . (17) 

6 Прямая L  определяется одной своей точкой  0 0 0;M x y  и вектором 

1 2( ; )a a a


, параллельным L . Её уравнение имеет вид: 

 0 0

1 2

x x y y
a a
 

 . (18) 

Вектор a


 называется направляющим вектором прямой L , а равен-
ство (18) – каноническим уравнением прямой L. 

Отметим, что выражения в равенстве (18) являются отношениями. 
Если 1 0a   или 2 0a  , то прямая параллельна оси Oy  или Ox  соответ-
ственно. 

7 Если известна точка  0 0 0;M x y  прямой L  и её направляющий век-

тор, то она может быть задана параметрическими уравнениями 

 0 1

0 2

;

,

x x a t

y y a t

 
  

 (19) 

где t  – параметр, ( , )t   . 
8 Параметрические уравнения прямой можно представить в вектор-

ной форме 

 0r r a t  
  

, (20) 

где ( ; )r x y


 – радиус-вектор текущей точки ( ; )M x y  прямой; 

0 0 0( ; )r x y


 – радиус-вектор точки  0 0 0;M x y ;  

1 2( ; )a a a


 – направляющий вектор прямой. 
9 Уравнение прямой в отрезках 

 1
x y
a b
  , (21) 
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где a  и b – величины направленных отрезков, отсекаемых прямой на 
координатных осях Ox  и Oy  соответственно. 

10 Нормальное уравнение прямой 

 cos sin 0x y p    , (22) 

где   – угол между осью Ox  и перпендикуляром к прямой, прове-
дённым из начала координат;  

0p   – расстояние от начала координат до 
прямой (рисунок 9); 

значения cos  и cos sin   – направля-
ющие косинусы нормального вектора n


, направлен-

ного из начала координат в сторону прямой. 
Общее уравнение (13) приводится к нормаль-

ному путём умножения на нормирующий множитель 

2 2

1

A B
 



, 

знак нормирующего множителя противоположен знаку свободного чле-
на C общего уравнения прямой. 

11 Уравнение прямой в полярных координатах 

 cos( )r p    , (23) 

где   – угол между полярной осью и осью l , 
проведённой из полюса O  перпендикулярно к прямой; 

0p   – расстояние от полюса до прямой;  
r  и   – координаты текущей точки прямой 

(рисунок 10). 
Пусть заданы прямые 1 1 1 1: 0L A x B y C    и 

2 2 2 2: 0L A x B y C   . Возможны следующие случаи взаимного располо-
жения этих прямых: 

1) они совпадают, если 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
  ; 

2) они параллельны, если 1 1 1

2 2 2

A B C

A B C
   
 

; 

3) они пересекаются, если 1 1

2 2

A B

A B
 . 

Угол между прямыми 1L  и 2L  удобнее всего находить как угол между 

их направляющими векторами. Если же известны угловые коэффициенты 1k  и 
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2k  прямых 1L  и 2L , то угол   между ними можно найти по формуле 

 2 1

1 2

tg
1

k k

k k
 



. (24) 

Расстояние от точки  0 0 0;M x y  до прямой 0Ax By C    

 0 0

2 2

Ax By C
d

A B

 



. (25) 

4.2 Примеры решения задач 

Пример 1 – Даны две вершины (2;2)A , (6;7)B  треугольника ABC и 
точка (3;1)N  пересечения его высот (рисунок 11). Найти уравнения сторон 
AB , CA  и CB , внутренний угол при вершине C, координаты точки С. 

Решение 
1 Воспользовавшись уравнением прямой, про-

ходящей через две точки (см. формулу (15)), полу-
чим уравнение стороны AB  

( 2) 4 ( 2) 5x y    или 5 4 2 0x y   . 

Далее, так как NB CA
 

, а NA CB
 

, запишем 
уравнения сторон СА и CB в виде (14), где 

( ; )n A B


 – нормальный вектор прямой, а 0 0( ; )x y  – фиксированная точка на 

ней. Учитывая, что ( 1;1)NA  


 и (3;6)NB 


, имеем 

3( 2) 6( 2) 0x y    ,   3 6 18 0x y     (CA); 
1( 6) 1( 7) 0x y     ,   1 0x y     (CB ). 

 
2 Угол   при вершине C есть угол между сторонами CA и CB , кото-

рый можно определить, воспользовавшись выражением (24). Для этого за-
пишем уравнения этих сторон в виде (17), т. е. 

2 0,5( 2)y x    ;  7 6y x   . 

В этом случае, согласно формуле (17), имеем 1 0,5k   , 2 1k   и, в со-

ответствии с (24), 
1 ( 0,5)

tg 3
1 ( 0,5 1)

  
 

  
 или arctg3  . 

3 Для нахождения координат точки С составляем систему уравнений:  
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3 6 18 0;

    10 0.

x y

x y

  
   

 

Решая её, получаем ( 14 3;16 3)C  . 
 
Пример 2 – Задана прямая 2 1 0x y    . Найти расстояние от точки 

( 1;2)M   до данной прямой. 

Решение 
Прежде всего проверим, принадлежит ли точка  M   данной прямой 

L. Имеем ( 2) ( 1) 2 1 0      , значит, M L . Для нахождения расстояния 
от M  до L  воспользуемся скалярным произведением векторов. Расстояние 
от M  до L  есть длина отрезка MB , MB L . На прямой L  выберем произ-
вольно точку A , например (0;1)A . 

Длина отрезка MB  равна проекции вектора 
(1; 1)MA  


 на направление нормального вектора 

( 2;1)n  


 прямой L  (рисунок 12). Очевидно, 

2

   . Тогда с учётом формулы (9) имеем 

sin cosMB MA MA MA n n      
    

, т. е. 

 
MA n

d
n



 
 . (26) 

В соответствии с формулой (26) получаем 

1 ( 2) ( 1) 1 4 1 3 5d MB         . 

Отметим, что данное решение представляет собой вывод форму-
лы (25). Указанный способ нахождения расстояний применим и в случае 
плоскости, и в случае прямой в пространстве. В этом смысле он универса-
лен и его можно использовать во всех аналогичных ситуациях. 

4.3 Задания для самостоятельной работы 

1 Составить уравнение прямой, проходящей через точки 1M  и 2M , 
сделать чертёж: 

а) 1(2; 5)M  , 2( 2;3)M  ;   б) 1( 1;3)M  , 2 (1;9)M . 
2 Составить параметрические уравнения прямой 085  yx . 

А B 
L 

Mφ 

Рисунок 12 

α 
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3 Прямая задана параметрическими уравнениями 
1 3 ,

2 9 .

x t

y t

 
   

 

Найти нормальный вектор этой прямой и записать её уравнение. 
4 Дана прямая 5 6 0x y   . Составить уравнения прямых, прохо-

дящих через точку ( 3;4)M   параллельно и перпендикулярно данной пря-
мой. 

5 Известны вершины треугольника ( 2;3)A  , ( 2; 1)B   , (10;3)C . 
Требуется: 
а) написать уравнения сторон этого треугольника; 
б) написать уравнение высоты AD и найти её длину; 
в) написать уравнение медианы BF и найти её длину; 
г) найти угол при вершине A треугольника; 
д) найти угол между высотой AD и медианой BF. 

6 Вычислить расстояние от точки (3; 4)M   до прямой 
01535  yx . 

7 Написать уравнение прямой, проходящей посередине между па-
раллельными прямыми 5 2 8 0x y   и 5 2 10 0x y   . 

8 Написать уравнение прямой, параллельной прямой 2 7 0x y    и 
отстоящей от неё на расстояние .4d  

9 Записать уравнение прямой, проходящей через точку (0; 1)M   под 
углом 4/  к прямой 2 2 0x y   . 

10 Известны уравнения одной из сторон ромба и одной из его диаго-
налей: 035  yx , 2 3 0x y   . Известна точка пересечения его диаго-
налей (1; 1)M  . Найти уравнения остальных сторон ромба.  

4.4 Домашнее задание 

Рекомендуемая литература [1, гл. 2, § 2–3], [2, гл. 5, § 5.1–5.7]. 
1 Даны вершины треугольника ( 1;3)A  , (3; 2)B  , (5;3)C . 
Требуется: 
а) написать уравнения сторон этого треугольника; 
б) написать уравнение высоты CD, проведённой из вершины C; 
в) написать уравнение медианы BF, проведённой из вершины B; 
г) найти угол при вершине A треугольника; 
д) построить на чертеже ABC , высоту CD и медиану BF. 

2 Вычислить расстояние от точки (1;1)M  до прямой 6 4 0x y   . 
3 Известно уравнение одной из сторон параллелограмма 

2 5 3 0x y    и уравнения двух его диагоналей 2 2 0x y    , 0x y  . 
Найти уравнения остальных сторон параллелограмма.  
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Ответы к заданиям 

Подраздел 4.3 

1  а) 
2 5

4 8

x y 



; б) 

1 3

2 6

x y 
 ;  

2  
8 ;

1,6 (1 );

x t

y t


   

  

3  (3;1)n 


, 3 1 0x y   ;  

4  5 23 0x y   , 
3 4

1 5

x y 



;  

5  а) : 2AB x  ,  : 3AC y  ,  : 3 1 0BC x y   ; 

б) : 3 3 0AD x y   , 
12

10
AD  ; в) 

4 3
:

3 2

x y
BF

 
 , 52BF  ; г) 2 ; 

д) 
3

arccos
130

;  

6  2,4;  
7  5 2 1 0x y   ;  
8  2 7 4 5 0x y    , 2 7 4 5 0x y    ;  
9  3 1 0,x y    1 0x y   ;  
10  5 15 0x y   , 23 11 33 0x y   , 23 11 57 0x y   . 

Подраздел 4.4 

1  а) 
1 3

:
4 5

x y
AB

 



, 

1 3
:

6 0

x y
AC

 
 , 

3 2
:

2 5

x y
BC

 
 ; 

б) : 4 5 5 0CD x y   ; в) 
3 2

:
1 5

x y
BF

 



; г) 

4
arccos

41
;  

2  
11

37
;  

3  4 7 9 0x y   , 4 7 3 0x y   , 2 5 9 0x y   . 

5 Плоскость в пространстве 

5.1 Теоретическая часть 

Основные способы задания плоскостей 
Пусть в пространстве задана ортонормированная система координат 

 ; , ,O i j k
 

. Координаты произвольной точки M обозначаем ( ; ; )M x y z .  
Перечислим основные способы задания плоскостей. 
1 Теорема. Любая плоскость в пространстве может быть задана ли-

нейным уравнением вида: 

 0Ax By Cz D    . (27) 
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И наоборот, каждое уравнение вида (27) задаёт в пространстве неко-
торую плоскость. 

Отметим, что вектор ( , , )N A B C


 ортогонален плоскости (27) и 
называется нормальным вектором этой плоскости; уравнение (27) – общим 
уравнением плоскости. Различные модификации уравнения (27) связаны с 
различными способами задания плоскости.  

2 Плоскость P определяется одной своей точкой  0 0 0 0( ; ; )M x y z  и 

своим нормальным вектором ( ; ; )N A B C


. Уравнение плоскости имеет 
вид: 

 0 0 0( ) ( ) ( ) 0A x x B y y C z z      . (28) 

3 Плоскость P определяется тремя своими точками 1 1 1 1( ; ; )M x y z , 

2 2 2 2( ; ; )M x y z , 3 3 3 3( ; ; )M x y z . Её уравнение имеет вид: 

 
1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  
   
  

. (29) 

4 Плоскость P определяется двумя своими точками 1 1 1 1( ; ; )M x y z , 

2 2 2 2( ; ; )M x y z  и вектором 1 2 3( ; ; )a a a a


, параллельным этой плоскости. 
Уравнение плоскости имеет вид: 

 
1 1 1

2 1 2 1 2 1

1 2 3

0

x x y y z z

x x y y z z

a a a

  
    . (30) 

5 Плоскость P определяется одной своей точкой 0 0 0 0( ; ; )M x y z  и дву-

мя векторами 1 2 3( ; ; )a a a a


, 1 2 3( ; ; )b b b b


, параллельными этой плоскости. 
Уравнение плоскости имеет вид: 

 
0 0 0

1 2 3

1 2 3

0

x x y y z z

a a a

b b b

  
 . (31) 

При решении задач полезно использовать признаки взаимного рас-
положения плоскостей. Пусть 1 1 1 1 1: 0P A x B y C z D     и 

2 2 2 2 2: 0P A x B y C z D     – две плоскости. Эти плоскости: 

1) совпадают, если 1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
   ; 
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P1
P2

M1 

P

Рисунок 13 

 

  

2) параллельны, если 1 1 1 1

2 2 2 2

A B C D

A B C D
    
 

, т. е. если векторы 

1 1 1 1( ; ; )N A B C


 и 2 2 2 2( ; ; )N A B C


 коллинеарны; 

3) пересекаются, если их нормальные векторы 1N


 и 2N


 не коллине-
арны.  

Угол между двумя плоскостями 1P  и 2P  следует искать как угол 

между их нормальными векторами 1N


 и 2N


. 

5.2 Примеры решения задач 

Пример 1 – Составить уравнение плоскости, которая проходит через 
точку 1(2; 1;1)M   и перпендикулярна плоскостям 2 3 1 0x y z    , 

2 0x y z   . 

Решение 
Нормальные векторы 1 (2; 1;3)N  


 и 2 (1;2;1)N 


 не параллельны, 

поэтому плоскости P1 и P2 пересекаются. Плоскость 
P, перпендикулярная к каждой из плоскостей P1 и 
P2, перпендикулярна и к линии их пересечения (ри-
сунок 13). На основании этого найдём нормальный 
вектор N


 искомой плоскости P как векторное про-

изведение 1N


 и 2N


: 

1 2 2 1 3 7 5 ,

1 2 1

i j k

N N N i j k       

 
    

 

( 7,1,5).N  


 
Используя (28), запишем уравнение плоскости P: 

7( 2) ( 1) 5( 1) 0x y z       ,  7 5 10 0x y z     . 

Возможен и другой вариант решения. Пусть  ( ; ; )M x y z  – произ-

вольная точка искомой плоскости. Тогда векторы 1N


, 2N


, 1M M


 компла-
нарны, поэтому 

2 1 1

2 1 3 0

1 2 1

x y z  
  , 7( 2) ( 1) 5( 1) 0x y z       , 7 5 10 0x y z     . 
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5.3 Задания для самостоятельной работы 

1 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
(1;2; 3)A   и перпендикулярной вектору (1; 2;3)N  


. 

2 Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 
(5;2; 1)A  , (4;2;1)B , (6;3;0)C . 

3 Составить уравнение плоскости, проходящей через точки 
( 2;1; 1)A   , ( 1;5; 1)B    и перпендикулярной плоскости 3 5 0x y z    . 

4 Найти расстояние от точки (1;2;1)A  до плоскостей: 
а) 2 0763  zyx ;    
б) 2 2 1 0x y z    . 

5 Исследовать взаимное расположение плоскостей. В случае, если 
плоскости P1 и P2 пересекаются, найти угол между ними. 

а) 05424  zyx ;   2 2 1 0x y z    ; 
б) 2 2 0x z   ;    2 6 7 0x z   ; 
в) 2 3 5 7 0x y z    ;   4 6 10 14 0x y z    ; 
г) 2 0453  zyx ;   4 3 10 8 0x y z    . 

6 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
(2;3; 4)A   и параллельной плоскости Oyz. 

7 Построить плоскости: 
а) 2 6 0x y z    ;  в) 2 8 0y z   ; 
б) 0x y z   ;    г) 2 5 0x   . 

8 Через ось Oz провести плоскость, составляющую с плоскостью 
2 5 0x y z    угол 60   . 

5.4 Домашнее задание 

Рекомендуемая литература [1, гл. 2, § 2–3], [2, гл. 5, § 5.2, 5.3, 5.10, 
5.11], [3, гл. 1, § 1.5]. 

1 Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 
(6; 4; 3)A    и  5; 3; 2B    и перпендикулярной плоскости 2 1 0x y z    . 

2 Составить уравнение плоскости, проходящей через точку 
(2; 3;5)A   перпендикулярно линии пересечения плоскостей 

2 2 1 0x y z     и 5 0x y z    . 
3 Вычислить расстояние между параллельными плоскостями 

2 2 1 0x y z     и 2 2 6 0x y z    . 
4 Построить плоскости: 

а) 2 6 5 2 0x y z    ;  б) 3 3 0x y   .  
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Ответы к заданиям 

Подраздел 5.3 
1  2 3 12 0x y z    ;  
2  2 3 3 0x y z     ;  
3  4 7 2 0x y z    ;  
4  а) 5 7; б) 1 3;  

5  а) параллельны; б) пересекаются,  arccos 7 50  ; 

в) совпадают; г) пересекаются,  arccos 3 38  ;  

6  2 0x   . 

Подраздел 5.4 
1  2 3 1 0x y z    ;  
2  3 4 23 0x y z    ;  
3  5. 

6 Прямая в пространстве 

6.1 Теоретическая часть 

6.1.1 Основные способы задания прямой в пространстве. 
Считаем, что в пространстве задана ортонормированная система ко-

ординат   ; , ,O i j k
 

. Координаты произвольной точки  M обозначаем 

, ,x y z  и записываем ( ; ; )M x y z . Вектор 0a 


, параллельный прямой L, 
называют направляющим вектором этой прямой.  

Перечислим основные способы задания прямых в пространстве. 
1 Прямая L определяется как линия пересечения плоскостей 

1 1 1 1 0A x B y C z D     и 2 2 2 2 0A x B y C z D    . Её уравнения имеют вид: 

 1 1 1 1

2 2 2 2

0;

0.

A x B y C z D

A x B y C z D

   
    

 (32) 

Уравнения (32) называют общими уравнениями прямой L. 
2 Прямая L определяется одной своей точкой 0 0 0 0( ; ; )M x y z  и направ-

ляющим вектором 1 2 3( ; ; )a a a a


. Её уравнение имеет вид: 

 0 0 0

1 2 3

x x y y z z

a a a

  
  . (33) 

Уравнения (33) называют каноническими уравнениями прямой L. 
3 Если прямая L определяется одной своей точкой 0 0 0 0( ; ; )M x y z  и 
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направляющим вектором 1 2 3( ; ; )a a a a


, то она может быть задана пара-
метрическими уравнениями вида 

 
1 1

1 2

1 3

;

;

.

x x a t

y y a t

z z a t

 
  
  

 (34) 

где t – параметр, ).,( t  

4 Прямая определяется двумя своими точками 1 1 1 1( ; ; )M x y z  и 

2 2 2 2( ; ; )M x y z , 1 2M M . Она может быть задана уравнениями следующего 
вида: 

 1 1 1

2 1 2 1 2 1

.
 

x x y y z z

x x y y z z

  
 

  
 (35) 

6.1.2 Взаимное расположение двух прямых. 
Во многих задачах, связанных с прямыми в пространстве, необхо-

димо выяснить взаимное расположение двух прямых. Это удобно осу-
ществлять, используя направляющие векторы прямых.  

Если направляющие векторы 1 2 3( ; ; )a a a a


 и 1 2 3( ; ; )b b b b


 прямых 

1L  и 2L  коллинеарны, то прямые 1L  и 2L  совпадают или параллельны: 

 31 2
1 2

1 2 3

aa a
L L

b b b
    . 

Далее наличие или отсутствие общей точки у прямых 1L  и 2L  пока-
жет, совпадают они или параллельны.  

Если же направляющие векторы a


 и b


 не коллинеарны, то это рав-
носильно тому, что прямые 1L  и 2L  пересекаются или скрещиваются. В 

первом случае прямые 1L  и 2L  имеют одну общую точку, а во втором слу-
чае общих точек они не имеют.  

В ситуациях, когда прямые параллельны или скрещиваются, можно 
говорить о расстоянии между этими прямыми. Напомним, что расстоянием 
между скрещивающимися прямыми 1L  и 2L  называется наименьшее из 

расстояний между различными точками 11 LM   и 22 LM  . 
Рассмотрим также проблему взаимного расположения прямой и 

плоскости в пространстве. Для того чтобы выяснить взаимное расположе-
ние прямой L и плоскости P, проще всего воспользоваться направляющим 
вектором прямой L и нормальным вектором n


 плоскости P. Если векторы 

a


 и n


 не ортогональны, то это равносильно тому, что L и P пересекаются в 
единственной точке. Если же векторы a


 и n


 ортогональны, то это равно-
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сильно тому, что прямая L параллельна плоскости P или лежит в ней. 

6.2 Примеры решения задач 

Пример 1 – Записать канонические и параметрические уравнения 
прямой, проходящей через точку ( 1; 2;2)M    параллельно оси Ox. 

Решение 
Так как искомая прямая L параллельна оси Ox, то вектор (1;0;0)i 


, 

расположенный на оси Ox, можно считать направляющим вектором пря-
мой L. Согласно (33) получаем канонические уравнения прямой L: 

1 2 2
.

1  0 0

x y z  
   

Заметим, что нули в знаменателях дробей в канонических уравне-
ниях означают только то, что 2 0y    и 2 0.z    Согласно (34) получаем 
параметрические уравнения прямой L: 

1 ,

2,

2.

x t

y

z

  
  
 

 

 
Пример 2 –  Записать канонические уравнения прямой, заданной 

общими уравнениями 
2 3 1 0;

2 4 8 0.

x y z

x y z

   
    

 

Решение 
Чтобы записать канонические уравнения прямой L, требуется найти 

какую-либо точку на ней и её направляющий вектор или найти две различ-
ные точки этой прямой. Выберем точку на прямой L. Полагаем 0z   в об-
щих уравнениях прямой. Получаем систему уравнений 

2 1 0;

2 8 0,

x y

x y

  
   

 откуда 3x  , 2y  . 

Итак, точка (3;2;0)M  принадлежит L. Направляющий вектор  a


 
прямой L должен быть перпендикулярен обоим нормальным векторам 

1 (1; 2;3)n  


 и 2 (2;1; 4)n  


 плоскостей 2 3 1 0x y z     и 
2 4 8 0x y z    . Значит, в качестве направляющего вектора можно взять 
векторное произведение 1 2n n

 
, т. е.  
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1 2 1 2 3 5 10 5 .

2 1 4

i j k

a n n i j k       


 
    

Согласно (33) записываем канонические уравнения L:  

3 2
.

5  10 5
x y z 

   

 
Пример 3 – Заданы прямые 

1L : 
2 1

2 3 4
x y z 

 


 и 2L : 
3 1 7

4 2
x y z

a
  

  . 

При каком значении a они пересекаются? 

Решение 
Обозначим через 1a


 и 2a


 направляющие векторы прямых 1L  и 2L : 

1 (2; 3;4)a  


, 2 ( ;4;2)a a


. Прямые 1L  и 2L  пересекаются тогда и только 
тогда, когда векторы 1a


 и 2a


 не коллинеарны, а векторы 

1 2M M


, 1a


, 2a


 компланарны, где 1M  − точка прямой 1L , 

2M  − точка прямой 2L . Возьмем 1 1( 2;0;1)M L  , 

2 2(3;1;7)M L  (рисунок 14). Ясно, что векторы 1a


 и 2a


 
не коллинеарны, т.к. 3 4 4 2  . Находим координаты 

вектора 1 2 (5;1;6).M M 


 Вычисляем смешанное произ-

ведение векторов 1 2M M


, 1a


, 2a


:  

1 2 1 2

5 1 6

( ) 2 3 4 22 66

4 2

M M a a a

a

     
  . 

Для компланарности векторов 1 2M M


, 1a


, 2a


 необходимо и доста-
точно, чтобы 22 66 0a   , т. е. 3.a   Итак, при 3a   прямые 1L  и 2L  пе-
ресекаются. При других значениях a  прямые 1L  и 2L  не пересекаются и не 
параллельны, т. е. скрещиваются. 

 
Пример 4 – Заданы прямые 

1L : 
1 2 3

1  2 3
x y z  

   и 2L : 
1 1 4

1 1 1
x y z  

 


. 

L2 

L1 

M

M2 

M1 

Рисунок 14 
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Рисунок 15 

 

L1

L2

A1 

A2 P 

 

 

 

Доказать, что прямые 1L  и 2L  скрещиваются, найти расстояние меж-
ду ними. 

Решение 
Выпишем направляющие векторы прямых 1L  и 2L : 1 (1;2;3)a 


, 

2 (1; 1;1)a  


. Векторы 1a


 и 2a


 не коллинеарны, поэтому 1L  и 2L  пересека-
ются или скрещиваются.  

Докажем, что пересечения нет. Для этого достаточно показать, что 

1L  и 2L  не лежат в одной плоскости. С этой 
целью построим плоскость P, проходящую 
через 2L  и параллельную прямой 1L  (рису-
нок 15). Плоскость P поможет нам в нахож-
дении расстояния между 1L  и 2L . Выберем 
произвольно две точки на прямых 1L  и 2L , 
например 1 1(1;2;3)A L ; 2 2(1; 1; 4)A L   . 
Искомая плоскость P проходит через точ-
ку 2A  параллельно векторам 1a


 и 2a


, поэтому её уравнение имеет вид:  

1 1 4

    1      2        3 0.

    1     1       1

x y z  



 

Отсюда получаем : 5 2 3 15 0P x y z    . Очевидно, что 1A P , по-
этому 1L P , значит, прямые 1L  и 2L  скрещиваются. Искомое расстояние 
между 1L  и 2L  равно расстоянию от 1A  до плоскости P (см. рисунок 15). 
Расстояние d от точки А до плоскости P вычисляем по формуле (26): 

1 2A A n
d

n




 
 ,  

где 1 2 (0; 3; 7)A A   


, (5;2; 3)n  


. 
Получаем 

2 2 20 5 ( 3) 2 ( 7) ( 3) 5 2 ( 3) 15 38d              . 

6.3 Задания для самостоятельной работы 

1 Записать канонические уравнения прямой, проходящей через точ-
ку (1;0; 1)M   параллельно вектору (2;3;5)a 


. 

2 Записать параметрические уравнения прямой, проходящей через 
точку (1; 1; 3)M    параллельно вектору (2;1;5)a 


. 
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3 Записать канонические уравнения прямой, заданной общими 

уравнениями 
2 3 4 0;

3 2 5 4 0.

x y z

x y z

   
    

 

4 Заданы прямые 

 1L :
2 3

1  1 2

x y z 
 


 и 2L :

1 2 5

1  1 2

x y z  
  . 

Выяснить их взаимное расположение. 
5 Заданы прямые 

1L :
1 2

2  1 2
x y z 

 
 

 и 2L :
1 11 6

1  2 1
x y z  

  . 

Доказать, что прямые пересекаются, и найти точку их пересечения. 
6 Заданы прямые 

1L :
1

1  2 3

x y z
 


 и 2L :

3 5 1 0,

2 3 8 1 0.

x y z

x y z

   
    

 

Доказать, что прямые 1L  и 2L  перпендикулярны. 
7 Написать уравнение плоскости, проходящей через прямую 

2 3 1
1  2 3

x y z  
   и точку (3;4;0)M . 

8 Найти ортогональную проекцию точки (3;1; 1)A   на плоскость 
2 3 8 0x y z    . 

9 Найти ортогональную проекцию прямой 
4 1

4 3 2
x y z 
 


 на плос-

кость 2 4 7 0x y z    . 
10 Написать уравнение плоскости, проходящей через ось Oz и со-

ставляющей с плоскостью 2 5 0x y z    угол 60 . 
11 Заданы прямые 

 1

3 1 1
:

2  1 2
x y z

L
  

 


 и 2

1 2 1
:

2  1 2
x y z

L
  

 
 

. 

Доказать, что прямые 1L  и 2L  параллельны, найти расстояние между 
ними. 

12 Заданы прямые 

1

0,5 1
:

3  4 2
x y z

L
 

 
 

 и 2

0,5 1
:

5  1 3
x y z

L
 

 


. 
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Доказать, что 1L  и 2L  скрещиваются, найти расстояние между ними. 

6.4 Домашнее задание 

Рекомендуемая литература [1, гл. 2, § 2–3], [2, гл. 5, § 5.8, 5.9, 5.12, 
5.18]. 

1 Написать канонические уравнения прямой,  проходящей через 

точку (1;2; 2)A   и параллельной прямой 
2 0;

2 1 0.

x y

y z

  
   

 

2 Задана прямая и плоскость: 

1 1
4 12 3

x y z 
 


, 6 3 2 0x y z   . 

Найти точку их пересечения и угол между ними. 
3 Заданы прямые 

1

2 2 10 0;
:

22 0;

x y z
L

x y z

   
    

 и 2

7 5 9
:

3  1 4

x y z
L

  
 


. 

Доказать, что прямые 1L  и 2L  параллельны, найти расстояние между 
ними. 

4 Заданы прямые 

1

7 4 3
:

3  4 2
x y z

L
  

 


 и 2

21 5 2
:

6  4 1
x y z

L
  

 
 

. 

Доказать, что прямые 1L  и 2L  скрещиваются, найти расстояние меж-
ду ними. 

Ответы к заданиям 

Подраздел 6.3 

1  
1 1

2  3 5

x y z 
  ;  

2  

1 2 ;

1 ;

3 5 ;

x t

y t

z t

 
   
   

  

3  
2 1

2 7 4

x y z 
  ;  

4  пересекаются;  
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5   3; 3; 2  ;  
7  2 3 0x y z    ;  
8   1; 3; 3   ;  
9   4;7; 3 ;  
10  2 0x y  ;  

11  29 ;  
12  1 / 390 . 

Подраздел 6.4 

1  
1 2 2

2 2 1

x y z  
  ;  

2   25 9;16 3; 1 3 ,  arcsin 18 91  ;  

3  15 3 ;  

4  43 29 . 
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